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Resumo

O trabalho possui o objetivo de apresentar uma proposta diferente e inovadora da abor-
dagem dos contetidos de fung¢des exponenciais para o Ensino Médio. Através de uma
sequéncia didatica de aulas, motivadas por contextualizagoes e aplicagoes interessantes
e desafiadoras, procura-se proporcionar ao leitor um novo parametro de transmissao de
ensinamentos, tendo a intencao de despertar o interesse do discente, fugindo dos conceitos
puros e abstratos e, por consequéncia, melhorar o processo de ensino-aprendizagem, sem

deixar o rigor e formalismo matemético em plano secundario.

Palavras-chave: func¢oes exponenciais, Ensino Médio, sequéncia didatica, contextualiza-

¢oes, aplicagoes.



Abstract

This paper aims to present a different and innovative proposition on the approach of
exponential functions for High School. With a didactic sequence of lessons, motivated by
contextualization and interesting and challenging applications, the objective is to provide
the reader a new parameter of knowledge transmission, keeping the intention to arouse the
students attention, by fleeing from the pure and abstract concepts and, in consequence,
improving the teaching and learning process, not leaving the rigor and mathematical

formalism in secondary plan.

Keywords: exponential functions, High School, didactic sequence, contextualization,

applications.



Résumé

Ce travail a pour but présenter une approche différente et innovante des contenus de
fonctions exponentielles pour le Lycée. A partir d'une séquence didactique de cours,
motivées par des contextualisation et applications intéressantes et stimulantes, on vise a
fournir au lecteur un nouveau parametre de transmission de renseignements, avec I'intention
de susciter I'intérét de 1’éleve, fuyant des concepts purs et abstraits, et par conséquence,
améliorer le processus d’enseignement-apprentissage, sans laisser le rigueur et formalisme

mathématique dans le plan secondaire.

Mots-clés : fonctions exponentielles, Lycée, séquence didactique, contextualisations,

applications.
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Introducao

A motivacao para o estudo dos modelos exponenciais reside na aplicabilidade de
intmeros fendomenos que se pode observar. Diante da observacao, percebeu-se que a forma
como a matéria é ministrada nas escolas de Ensino Médio nao apresenta uma recepcao
adequada pelos discentes. E tida como bastante abstrata e pura, fazendo com que o aluno,
de forma geral, nao perceba a importancia do assunto para a sua formacao como cidadao

e para o seu futuro profissional.

Apesar da constatacdo dos métodos de ensino, os documentos educacionais ja
previam um ensino mais contextualizado, adequado as realidades do ptblico-alvo. Corro-
borando, cita-se os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN) para o Ensino Médio, na

area de Matematica:

A Matemaética no Ensino Médio tem um valor formativo, que ajuda a
estruturar o pensamento e o raciocinio dedutivo, porém também desem-
penha um papel instrumental, pois é uma ferramenta que serve para
a vida cotidiana e para muitas tarefas especificas em quase todas as
atividades humanas.(BRASIL, 1998, pag. 41)

Assim, fica claro que é necessario abordar os conteiidos matematicos de forma mais
aplicada possivel a realidade do discente. Caso contrario, corre-se o risco de que o aluno se
desinteresse cada vez mais pelos assuntos ensinados, resultando em reprovacoes e ojeriza

aos conteudos.

Ainda, conforme os PCN:

De fato, ndo basta revermos a forma ou metodologia de ensino, se
mantivermos o conhecimento matemaético restrito a informagao, com as
definicoes e os exemplos, assim como a exercitagdo, ou seja, exercicios
de aplicacao ou fixagao. Pois, se os conceitos sdo apresentados de forma
fragmentada, mesmo que de forma completa e aprofundada, nada garante
que o aluno estabeleca alguma significagdo para as idéias isoladas e
desconectadas umas das outras. Acredita-se que o aluno sozinho seja
capaz de construir as multiplas relagbes entre os conceitos e formas de
raciocinio envolvidas nos diversos contetidos; no entanto, o fracasso escolar
e as dificuldades dos alunos frente a Matematica mostram claramente
que isso nao é verdade. (BRASIL, 1998, pag. 43)

Assim, combate-se 0 ensino puramente pragmatico e totalmente desconexo da
realidade que cerca o aluno. Deve-se buscar, incessantemente, as aplicagoes atinentes
ao conteido ministrado, sempre que possivel. Desta forma, possivelmente havera uma

recepcao melhor do aluno aos ensinamentos transmitidos.

No ensino brasileiro, ja esta consagrada a preocupagao com a contextualizacao e a

interdisciplinaridade. Novamente, nos PCN, em sua pagina 43, tem-se:
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O critério central é o da contextualizacao e da interdisciplinaridade, ou
seja, é o potencial de um tema permitir conexdes entre diversos concei-
tos matemaéticos e entre diferentes formas de pensamento matemaético,
ou, ainda, a relevancia cultural do tema, tanto no que diz respeito as
suas aplicagoes dentro ou fora da Matemética, como a sua importancia
histérica no desenvolvimento da prépria ciéncia. (BRASIL, 1998, pag.
43)

Tratando-se de fungoes exponenciais, é importante contextualizar o seu ensino. A
modelagem deste tipo de fungao surgiu ante a necessidade de solucionar um problema ainda
sem resposta. A modelagem da fungao afim ja era conhecida, porém com o surgimento de
uma nova demanda, houve a procura de um novo modelo teérico. Conforme Bassanezi

(2002), ressalta-se a importancia:

O objetivo fundamental do “uso” da matemética é de fato extrair a

parte essencial da situacdo-problema e formalizd-la em um contexto
abstrato onde o pensamento possa ser absorvido com uma extraordinaria
economia de linguagem. Desta forma, a matematica pode ser vista como
um instrumento intelectual capaz de sintetizar ideias concebidas em
situagoes empiricas que estdo quase sempre camufladas num emaranhado
de variaveis de menor importancia.

Portanto, acredita-se que, através de uma adequada contextualizacao, se consiga
atingir melhores resultados quanto & assimilacdo dos contetidos. E importante ressaltar
que, em nenhuma hipétese, se deseja deixar o formalismo matematico em detrimento da
realidade do assunto. Ambos sdo importantes para a construcao do saber do nosso aluno.
O que se pretende evitar é o exagero de qualquer uma das ferramentas. Cabera ao docente,
no momento adequado, formalizar os conceitos, fornecendo o embasamento necessario e

oportuno, tendo em vista que ¢ um dos objetivos do ensino da Matematica.

Explicar a origem do assunto e o seu motivo de surgimento, através de exemplos,
também podem ser 6timos caminhos para motivar o estudo da Matematica e, especifica-
mente, de fungdes exponenciais. Um 6timo exemplo é a famosa histéria (porém pouco
conhecida, infelizmente) de um rei persa que, ao perceber que o seu reino se encontrava en-
tendiado com a rotina diaria, recompensaria quem criasse algum jogo para entretenimento

da corte.

A noticia, rapidamente, se espalhou por todo o dominio real, até que um dos suditos
apresentou uma espécie de jogo de xadrez. Vale ressaltar que nao se sabe ao certo se
o jogo era inédito. Relatos afirmam que foi uma adaptacao de um jogo de tabuleiro ja

experimentado pelos gregos.

O jogo de 32 pecas e 64 casas quadradas com um dinamica bem interessante. O rei
ficou maravilhado e o passatempo foi um sucesso. Diante disso, mandou que chamassem o

sudito imediatamente para uma conversa. Perguntou-lhe o que queria como recompensa,
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ja que o objetivo havia sido atingido em sua plenitude. Ofereceu-lhe ouro, joiais, posses e

até um casamento com uma de suas filhas.

Porém, para a surpresa do governante, a resposta do sudito foi que queria graos de
arroz, distribuidos da seguinte forma: 1 grao na primeira casa, 2 na segunda, 4 na terceira,
8 na quarta e assim sucessivamente, sempre duplicando a quantidade de graos da casa

anterior, até que as 64 casas estivessem completas.

O rei, maravilhado e boquiaberto com a humildade do sudito, mandou que trouxes-
sem imediamente os graos de arroz. Ao iniciar a empreitada, percebeu que todo o seu reino
nao possuia quantidade de graos suficiente para arcar com o compromisso. Desesperado,
mandou chamar um matematico da corte. Este falou-lhe que nem todos os graos do mundo

seriam suficientes para cumprir o trato realizado.

Este é o primeiro relato de nogoes exponenciais que se conhece. E sabido que havia

outros povos que ja conheciam o modelo, mas o conto ¢ o registro antigo mais conhecido.

Trata-se de uma simples histéria que poderia ser abordada para motivar o ensino do
assunto. Decerto, o aluno ficaria muito mais curioso e atento as explicagoes, ja que estaria
ouvindo uma narrativa ocorrida no passado, englobando o assunto que sera estudado logo

a seguir.

Ha outros varios exemplos para contextualizar e facilitar o entendimento de fungoes
exponenciais. Uma situagdo bem conhecida, e que sera abordada mais detalhadamente no
capitulo tedrico de fungdes exponenciais, é a da aplicacdo de um capital a juros fixos, em
funcao do tempo. De acordo com Lima et al. (2012, pag. 195), conclui-se que o modelo
matematico deve ser uma fungao crescente c(t), onde ¢ é o capital e t é o tempo, tal que
o acréscimo relativo [c(t+h)-c(t)]/c(t) depende apenas de h mas nao de t. Em seguida,
afirma-se que as unicas fung¢des com estas propriedades sdo as da forma c¢(t)=c(0).a’, ou

seja, uma fun¢do exponencial, sendo essa afirmagao posteriormente demonstrada.

Por meio desses dois exemplos simples, tenta-se mostrar que é possivel realizar
uma abordagem de conteidos exponenciais com uma natureza aplicada e voltada para
os problemas diarios e de outras areas do conhecimento. Com esta motivagao, almeja-se

atingir os objetivos propostos para o trabalho, a saber:

1. Reconhecer e verificar que o ensino de fungbes exponenciais através de
aplicagoes cotidianas e de modelos consagrados da Fisica, Quimica e Bi-
ologia resulta em melhor compreensao e maior receptividade por parte

dos discentes; e

2. Organizar e utilizar uma sequéncia didatica de ensino de funcgées expo-
nenciais, baseando-se em modelos consagrados e curiosidades que usam

modelos exponenciais, mantendo o rigor matematico necessario.
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Para atingir os objetivos delimitados, procurou-se estruturar o trabalho em quatro
grandes capitulos, excetuando-se o corrente topico introdutoério. Primeiramente, temos um
capitulo destinado a motivacao e a contextualizacao do estudo dos modelos exponenciais.
Aqui, pretende-se revisar a bibliografia dos documentos que amparam o ensino de Matema-
tica no Ensino Médio quanto ao assunto em pauta, bem como pesquisar outras publicagoes
que tratem, de maneira ampla, do tema exponencial e, mais especificamente, de modelos
exponenciais naturais. O foco é, ao final desta parte, ter um embasamento solido que

justifique a necessidade da constante procura de motivar o ensino da Matematica.

Na sequéncia, tem-se um capitulo abordando a teoria de fung¢des exponenciais.
Trata-se da parte matematica do trabalho, procurando apresentar os assuntos com o
formalismo necessario e adequado ao ensino que se propoe. Nesta parte, procura-se mostrar
toda a construgao tedrica necessaria a correta contextualizacao dos assuntos. Neste mesmo
capitulo ha uma se¢do destinada as principais aplica¢oes praticas de modelos exponenciais,
bem como curiosidades julgadas interessantes para a abordagem no Ensino Médio, onde o
docente podera verificar formas interessantes de abordar o assunto em sala, inclusive com

intersecoes com outras disciplinas.

Logo apds, hé o desenvolvimento de mais um capitulo, este contendo uma tabulagao
de resultados obtidos, frutos de uma pesquisa destinada aos professores que lecionam
no Ensino Médio. Tal compilagao é qualitativa, onde estd exposto um resumo com as
respostas mais adequadas e interessantes ao trabalho. Esta pesquisa teve como finalidade
precipua levantar os principais pontos acerca do ensino de fun¢des exponenciais, bem como
as maiores dificuldades encontradas e a coleta de sugestoes e oportunidades de melhoria no

seu ensino. Vale destacar que a pesquisa se encontra, na integra, como anexo ao trabalho.

Por fim, atendendo a um dos objetivos deste projeto, tem-se a elaboracdo de uma
sequéncia didatica para a abordagem dos contetidos de func¢oes exponenciais. Trata-se de
uma proposta de quatro aulas, com algumas motivacoes para o estudo e sequéncias de
abordagem dos assuntos atinentes a matéria, diferentes das usuais. Com isso, pretende-se
propor algo distinto do que é praticado, corriqueiramente, nas nossas escolas, visando a
melhoria de assimilac¢ao e entendimento dos alunos. A intencao nao é revolucionar o ensino,

mas sim propor algo que apresente resultados melhores no processo de ensino-aprendizagem.

-

E necesério ressaltar que esta pesquisa complementa outro trabalho de conclusao
de curso do PROFMAT, intitulado Funcao exponencial natural ¢* e o namero e:
uma proposta de abordagem através de aplicagoes cotidianas e curiosidades,
de autoria do colega Mario César Martins de Lima. Ha muitos embasamentos comuns
em ambos os trabalhos e, quando associados, consegue-se ter um panorama completo do
ensino de modelos e fungoes exponenciais. A divisao da abordagem do assunto em, para
um trabalho, fun¢des exponenciais e, para outro, o nimero e e fun¢ao exponencial natural,

tem por objetivo facilitar a compreensao e cobrir, ao maximo, o conteudo, que é bem



SUMARIO 18

extenso. Entretanto, a intengao é a mesma: contribuir, de alguma forma, para a melhoria

das praticas de ensino adotadas.
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1 Por que contextualizar?

A Matematica, na maior parte das observacoes, é tida como a disciplina mais
dificil e mais abstrata para o jovem aluno do Ensino Médio brasileiro. Discentes que nao
pretendem seguir a carreira profissional na area de Ciéncias Exatas possuem verdadeiro

"pavor'de estudar os conteudos matematicos.

E bem verdade que, por uma predisposicio natural, prefere-se estudar aquilo com
que mais se tem afinidade. Um aluno que gosta muito de ler romances, provavelmente,
terd uma aptidao maior ao estudo de Lingua Portuguesa. Ja aquele que gosta de fatos
historicos e culturas de civilizagdes passadas preferird o ensino de Historia e Geografia.

Certo ¢é que, naturalmente, se estuda com mais afinco aquilo que mais se gosta.

Na Matematica, nao é diferente. Porém, por sua imensidao de contetidos e areas,
algumas partes se tornam dificeis e desconexas, mesmo para aqueles que tem alguma
habilidade para a disciplina. E um dos principais motivos repousa na falta ou na ineficiéncia

de se mostrar a aplicabilidade daquilo que se ensina.

Focando no Ensino Médio, constata-se que uma dessas matérias ensinadas abstrata-
mente é o contetdo de fungoes exponenciais. Dai, a escolha pelo tema. Nao sé pelo desafio
de tentar propor, com toda modéstia e humildade, alguma mudanga significativa, mas por
entender que se trata de uma parte da Matematica que é importante ao extremo para a
formacao do cidadao em geral, e ndo apenas para aqueles que enveredarem pelo "caminho

das Exatas".

Corroborando o que se descreveu acima, cita-se Julianelli, em Ensinar Matemadtica
- Dificuldades e Perspectivas (2015):

Mesmo antes do advento da Matematica Moderna, o ensino dessa matéria
j& incomodava alguns educadores de varias partes do mundo, que, a partir
de entao, intensificaram movimentos no sentido de transformar o ensino da
Matematica, que se mostrava inadequado, desinteressante e apresentava
resultados muito ruins com relagdo ao aproveitamento dos estudantes
(JULIANELLI, 2015).

Ainda como motiva¢do para o aprofundamento do estudo de ensino de modelos
exponenciais, tem-se a sua aplicabilidade em varios segmentos profissionais e no cotidiano.
Pode-se citar: decaimento radioativo, calculo de juros compostos, crescimento exponencial,
cultivo e cultura de bactérias, velocidade de pouso de um paraquedas de asa, entre intimeras
outras aplicagoes. Por isso que deseja-se ressaltar a importancia do ensino deste contetiido
no Ensino Médio, propondo um modelo mais palatavel ao jovem aluno, prestes a ingressar

no ensino superior.
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Cabe ressaltar que este resgate de importancia em mostrar a aplicabilidade do
que ¢ ensinado nao ¢ inédito. Varios documentos governamentais ja fazem referéncias e
ressaltam a importancia em se contextualizar ao maximo o ensino de Matematica. Os
Pardmetros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM), na drea de Ciéncias
Exatas e da Terra, deixam bem claro os rumos e dire¢oes que o ensino no Brasil deve

trilhar. Novamente, expoe-se:

A Matematica no Ensino Médio tem um valor formativo, que ajuda a
estruturar o pensamento e o raciocinio dedutivo, porém também desem-
penha um papel instrumental, pois é uma ferramenta que serve para
a vida cotidiana e para muitas tarefas especificas em quase todas as
atividades humanas.(BRASIL, 1998, p. 41)

Ainda, conforme os Pardmetros, percebe-se a preocupacao em contextualizar o
ensino da Matematica. Os contetiidos devem permitir o link do mundo escolar com o mundo
real. Os assuntos abordados nao podem estar desconexos da realidade do discente, sob o
risco de perda de interesse na disciplina e, em cenario mais tragico, ocorréncia de evasao
escolar. A Matematica deve ser uma ferramenta 1til na inferéncia de conclusoes acerca de
uma tematica e na modelagem de problemas. E umas das partes passiveis de interligacao

sao as fungoes, em espectro amplo. Desta feita:

Além das conexoes internas & propria Matematica, o conceito de fungao
desempenha também papel importante para descrever e estudar através
da leitura, interpretacdo e construgao de graficos, o comportamento de
certos fenémenos tanto do cotidiano, como de outras areas do conheci-
mento, como a Fisica, Geografia ou Economia. Cabe, portanto, ao Ensino
de Matematica garantir que o aluno adquira certa flexibilidade para lidar
com o conceito de fungdo em situagoes diversas e, nesse sentido, através
de uma variedade de situagbes problema de Matematica e de outras
areas, o aluno pode ser incentivado a buscar a solugdo, ajustando o seu
conhecimento sobre fung¢oes para construir um modelo para interpretacao
e investigacado em Matematica. (BRASIL, 1998, p. 43 e 44)

Vale ressaltar que a contextualizacao dos temas deve ser sutil e logica. Nao se deve
buscar integrar todo e qualquer contetido. O educador deve saber que ha tépicos que
carecem de aplicagOes, mas possuem extrema importancia no desenvolvimento de outras
competéncias. O que nao se pode deixar de realizar é a interdisciplinaridade dos tépicos
que sao de facil compreensao. A contextualizacao forcada pode, inclusive, prejudicar o
processo de ensino-aprendizagem, deixando o discente mais confuso e mais desconexo de

sua realidade.
H&4 uma passagem interessante que confirma o exposto acima:
Em Matematica, a contextualizacao é um instrumento bastante ttil, desde

que interpretada numa abordagem mais ampla e ndo empregada de modo
artificial e forcado, e que nao se restrinja apenas ao cotidiano do aluno.
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Defende-se a idéia de que a contextualizagao estimula a criatividade, o
espirito inventivo e a curiosidade do aluno. (FERNANDES, 2011)

E bem verdade que houve um progresso quanto ao processo de ensino-aprendizagem
e suas relagoes com a sociedade. Cada vez mais nota-se a preocupagao em ensinar conforme
as demandas do mundo em que se vive. E claro que nio se deve lecionar sem objetivos.
Porém, o que se observa ¢ uma procura pela adequagao dos objetivos emanados pelos

orgaos competentes as atividades profissionais e ao cotidiano social.

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) é uma prova cabal deste processo.
Todas as questdes (ou quase a sua totalidade) sdo bem contextualizadas, mostrando
aplicagdes aos ensinamentos que estao sendo cobrados. Noticias de periddicos, trechos de
classicos literarios, manchetes histéricas e exemplos profissionais sao alguns dos mecanismos
utilizados para trazer a realidade do mundo que nos cerca para a avaliagdo que decidira o

ngI'GSSO €1 curso superior.

A prova é diferente dos processos de avaliacoes tradicionais: é contextualizada e
interdisciplinar. Enquanto os antigos vestibulares promoviam uma excessiva valorizacao da
memoéria e dos contetidos em si, o ENEM procura colocar o estudante diante de situagoes-

problemas, exigindo mais que a assimilacao de conceitos, mas sim a sua aplicacao.

O grande problema ¢é que o ensino das escolas, apesar da preocupagao, ainda esta
longe do ideal. A mobilizagao em avaliar e quantificar conhecimento ainda é maior que
a preocupacao em aprender e alicercar ensinamentos. De fato, deve haver uma forma de
avaliagdo e o objetivo do presente trabalho nao ¢é discutir qual seria o melhor formato.
Todavia, o modelo de ensino, pautado em transmissao de conhecimentos puros e prontos,
sem que haja a construcao do raciocinio e a motivagao para o estudo, que se questiona. E

quando fala-se de Matematica, isso fica mais latente e ressaltado.

Com a evolucao tecnolégica que o mundo presencia e atravessa, a informacgao
tornou-se muito volatil e facil de ser obtida. Com um smartphone, obtem-se, sem maiores
dificuldades, uma ampla bibliografia dos mais variados assuntos. Estudar esta mais fécil,
porém ensinar tornou-se mais complicado. Qual é o incentivo que um aluno pode ter em
presenciar uma aula de um docente baseada puramente em conceitos abstratos, puros
e desconexos? A resposta classica é: este tipo de aula é obtido na internet. Portanto, o
saber docente devera fazer a diferenca nos bancos escolares. O professor tem a missao
de proporcionar ao aluno algo que nao se é obtido eletronicamente. Ainda, tem como
objetivo precipuo construir o conhecimento de forma espontanea, clara, precisa, embasada
e aplicada. E mais: deve usar todo recurso tecnolégico disponivel em prol da contrucao do
conhecimento. Atualmente, nao ha mais espagos para simples memorizacoes em quadro

branco e canetas.

-

E claro que o docente deve buscar o seu constante aperfeicoamento. Sabe-se que,
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por vezes, isso torna-se dificil pelo volume de atividades que desempenha. Entretanto, é
algo que precisa ser perseguido incessantemente. O educador necessita se preparar para
um novo mundo desconhecido e desafiador. Conforme o renomado Prof Elon Lages Lima,
o docente, por nao ter o tempo adequado de planejar aulas, acaba por utilizar simples

reprodugoes de contetidos. Conforme Lima (2007a, p. 149):

Os professores do ensino bésico, quer por formacao quer por hébito,
acham-se envolvidos numa rotina de trabalho onde os assuntos abordados
sao aqueles em que se sentem seguros de tratar e os exercicios propostos
sdo quase sempre aqueles mesmos que eles ja sabem resolver.

Ainda, na mesma vertente, corroborando o professor Elon Lages Lima, transcreve-se
Daniel Cordeiro, em publicagdo versando sobre analise de contextualizacao de fungoes

exponenciais e logaritmicas no Ensino Médio:

Uma ferramenta importantissima para o professor, a fim de também ajuda-
lo nesses desafios é a contextualizacao, pois sua utilizacao da o sentido e
o significado tao desejado a aprendizagem. Uma boa contextualizagao
motiva e estimula a construgao do saber. Entretanto, muitas vezes, o
professor, sobrecarregado com suas atividades, ndo tem tempo de procurar
boas contextualizacoes para usar em sala de aula e nem algum livro-texto
que escolheu o ajuda nesse sentido (FILHO, 2014, p. 1).

Assim, ha a urgéncia em reavaliar os cursos de formacao de professores. A sociedade
nao precisa do mesmo profissional que precisava nos anos 90. Os alunos dos cursos de
licenciatura, especificamente em Matematica, precisam ser preparados para enfrentar os

desafios da educagao do século XXI. Conforme Julianelli (2015, p. 37), temos:

Ora, sabemos que o modo como as pessoas aprendem e lidam com
a informagdo mudou, devido principalmente as novas tecnologias que
avangam com grande rapidez. E se o modo de aprender mudou, nao é
possivel sustentar um modelo de escola e de aulas que tentam ensinar da
mesma maneira de sempre. Mas o professor, que é pega importante nesse
processo, também precisa mudar. Logo, falar em uma nova maneira de
ensinar Matemética é totalmente inécuo. E preciso, portanto, remodelar
os cursos de Licenciatura, dando énfase exatamente na formacao do
professor, na sua maneira de atuar em sala de aula.

A passagem acima corrobora a necessidade de se formar o docente conforme
os parametros que se deseja para o ensino de base. E bastante penoso ensinar algo
aplicadamente quando se tem a formacao estritamente pura. E isso vem acontecendo
nos cursos de licenciatura em Matematica. Vale a reflexao sobre o assunto. Certamente,

contribuird muito para se alcancar o ensino que se deseja. Para ilustrar melhor:

(...)O saber matematico, tedrico e formal parece estar razoavelmente
sedimentado nos estudantes dos cursos de licenciatura, porém, ha pouco
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investimento na reflexdo sobre a pratica docente, isto é, acerca de como
esse profissional recém-formado atuard em sala de aula. E muito im-
portante que as universidades comecem a repensar, urgentemente, a
formacao desses profissionais que atuardo na escola basica. O que obser-
vamos em nossa pratica docente com alunos dos cursos de licenciatura
em Matemadtica é que, em varios casos, estao entrando no mercado de
trabalho muitos profissionais despreparados para exercer sua profissao
de forma qualificada e com a eficiéncia esperada (JULIANELLI, 2015, p.
60 e 61).

Sabendo da importancia de um ensino interdisciplinar e contextualizado e de um
professor cada vez mais preparado e motivado para exercer o seu papel de educador e de
docente, ressalta-se a necessidade desta aplicacdo e empenho nos modelos exponenciais,
por ser um teor de grande importancia na formagao do aluno. Trata-se de um contetido
que "possui papel formativo de possibilitar o desenvolvimento do processo estrutural do

pensamento e a aquisi¢do de atitudes", conforme Filho (2014, p. 5).

A necessidade de se estudar padroes exponenciais se deu através do surgimento
de problemas sociais e naturais, tais como: crescimento populacional, a meia-vida de
substancias, mensuragao de pressao atmosférica, sistematica de juros compostos, pericia de
resfriamento de corpos mortos, entre outros. Assim, repara-se que ha uma ligacdo intima
entre a Matematica e as outras disciplinas ministradas para o aluno do Ensino Médio.
Sem duvidas, é uma das partes da Matematica onde a interdisciplinaridade pode ser mais
explorada. Com isso, mostra-se ao discente que o modelo é imperativo para que se resolva

problemas reais, cotidianos e aplicados as disciplinas que aprendem.

Utilizando como exemplo o crescimento populacional, observou-se padroes expo-
nenciais que corroboraram leis de formacao para o calculo do niimero de seres vivos em
dado momento e determinado lugar. Algumas teorias, inclusive a mais famosa delas, a
teoria malthusiana', afirmam que determinadas populacoes podem crescer a taxas expo-
nenciais quando alguns critérios sdo observados. Ambientes favoraveis e baixo crescimento
populacional inicial sao fatores que contribuem para que esse modelo se desenvolva. Na
Biologia, exemplificando, as culturas de bactérias preenchem tais requisitos. Os problemas
decorrentes de crescimento populacional, devido a importancia singular, sdo abordados de
incontaveis formas, seja em livros técnicos, de ficcao, romances ou em filmes consagrados.
O Best Seller de Dan Brown Inferno aborda o problema de crescimento exponencial
populacional vinculado a um suspense relacionado as grandes doencgas que assolaram a

humanidade. Em linhas bem gerais, a trama aborda a solugao para conter o aumento

I Em linha gerais, a Teoria Malthusiana afirmava que, enquanto a populacdo crescia geometricamente

(ou exponencialmente), a produgdo alimentar aumentava em progressio aritmética, o que geraria
um colapso social, desencadeando fome e miséria. Afirmava ainda que deveria haver um controle
populacional rigido e que guerras, fome e pestes (doengas e epidemias) atuariam como mecanismos de
retracdo demografica. Denomina-se Malthusiana porque foi concebida pelo inglés Thomas Malthus
(1766-1834)
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populacional atraves de manipulagdo de grandes pestes ou doencas, ocasionando mortes e

colapsos sociais.

Albert Allen Bartlett (1923 - 2013) foi professor emérito da cadeira de Fisica
da University of Colorado at Boulder, nos Estados Unidos da América, tendo lecionado

mais de 1.700 vezes a palestra "Arithmetic, Population and Energy", em traducao livre,
'Aritmética, Populagao e Energia". Conforme (BELLOS, 2015, p.155):

Bartlett, que é alto e de compleicao fisica robusta encimada por uma
imponente cabega, usava uma gravata do Velho Oeste do tipo de cordao,
presa por um clipe com um enfeite em forma de planeta e estrelas.
Em sua famosa palestra, ele proclama como um sinistro agouro que a
maior deficiéncia da raca humana é nossa incapacidade de entender o
crescimento exponencial. A mensagem, simples mas poderosa, projetou-o
nos anos recentes a um estrelato na internet: uma gravagao de sua fala
no YouTube, intitulada O mais IMPORTANTE video que vocé jd viu,
registrou mais de 5 milhGes de acessos.

O tema ¢é polémico e preocupante. Mas, sem sombra de duvidas, ¢ uma excepcional

forma de contextualizar o tema em questao. Prosseguindo:

O interesse de Albert Bartlett em exponenciais logo se estendeu para
além de questdes de superpopulagdo, poluicao e transito em Boulder, uma
vez que os argumentos que apresentou ao conselho da cidade também
se aplicavam ao mundo como um todo. A Terra nao pode sustentar
uma populagdo que cresce proporcionalmente a cada ano, pelo menos
nao por muito tempo. As ideias de Bartlett fizeram dele uma versao
contemporanea de Thomas Malthus, o clérigo inglés que ha duzentos
anos argumentou que o crescimento da populacgao levaria a fome e a
doenga, ja que o crescimento exponencial ndo pode ser alcangado por um
correspondente crescimento na producao de alimentos. "Malthus tinha
razdo!", afirmou Bartlett. "Ele ndo previu o petroleo e a mecanizacao, mas
suas ideias estavam corretas. Ele compreendeu a relagao do crescimento
exponencial versus crescimento linear. A populagao tem a capacidade
de crescer mais rapidamente do que podemos fazer crescer os recursos
dos quais necessitamos para sobreviver."E acrescentou: "Nao importa
quais sejam as premissas, a populacao entra em colapso em meados deste
século, dentro de quarenta anos'. (BELLOS, 2015, p.175)

Fazendo uma pausa: nio se pretende aterrorizar a classe! E importante que se deixe
isso claro aos alunos. A tematica é importante porém, as teorias e conclusoes de Malthus
e Bartlett ndo sao frias como aparentam: ha um complexo estudo de variaveis que fogem
do escopo do trabalho. Nao se deseja que o jovem retorne ao seu lar dizendo aos pais que
o mundo entrard em colapso no prazo maximo de meia década! Certamente, a direcao da

escola nao ficard contente com as possiveis indagagoes dos familiares.

Uma outra abordagem que agucara a curiosidade dos alunos é a dobradura de
papel. Sabe-se que os ntimeros, sob um modelo exponencial, a medida que se tornam
maiores, mais rapidamente crescerao. Alex Bellos também nos fornece esse exemplo, de

forma bastante clara e feliz:
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Quando um nimero aumenta exponencialmente, quanto maior ele fica,
mais depressa aumenta, e depois de apenas um punhado de repeti¢oes
pode atingir um tamanho surpreendente. Considere o que acontece com
uma folha de papel ao ser dobrada. Cada dobra duplica sua espessura.
Como o papel tem cerca de 0,1 milimetro de espessura, as espessuras
depois de cada dobra sao 0,1; 0,2; 0,4; 0,8; 1,6; 3,2; 6,4; ... Como o papel
estd ficando mais grosso, cada dobra requer mais forga, e na sétima ja é
fisicamente impossivel continuar. A espessura do papel nesse ponto é 128
vezes a de uma simples folha, o que a faz ter a grossura de um livro de
256 paginas.

Mas continuemos, para ver - a0 menos na teoria - a espessura que esse
pedago de papel vai ter. Apds mais seis dobras o papel ja tem quase um
metro de altura. Seis dobras depois, tem a altura do Arco de Triunfo,
e com mais seis serd uma torre de trés quiléometros projetando-se no
céu. Por mais ordindria que seja uma duplicagao, quando realizamos
esse procedimento repetidas vezes, nao leva muito tempo para que os
resultados sejam extraordinarios. Nosso papel vai ultrapassar a Lua
depois de 42 dobras, e o nimero total de dobras necessario para que
atinja o limite do universo observivel é apenas 92. (BELLOS, 2015,
p.156)

Com estes exemplos, procurou-se amparar e motivar, ainda mais, o estudo das
funcoes exponenciais. Na sequéncia do trabalho, pode-se observar uma se¢ao dedicada a
uma selecao de aplicagoes e algumas curiosidades que envolvem esse tipo de modelo. Desta
feita, nao se pretende esgotar o assunto no atual capitulo, servindo apenas para ilustrar o
porqué da contextualizagao com um problema passado, mas que ainda alcanca e intriga o

presente.

O capitulo a seguir apresentara o contetido tedrico de fungdes exponenciais do
ponto de vista formal, bem como a caracterizacao deste tipo de funcao. Também serao
apresentadas aplicagdes cotidianas desta matéria. Pretende-se assim fornecer os subsidios
matematicos necessarios a correta assimilagdo dos conceitos. Vale lembrar que se trata de
um estudo dedicado aos professores, de forma a revisar contetidos e, se possivel, agregar
conhecimentos aos leitores. E importante que o docente tenha uma base sélida da matéria
que ministrara. Isso faz com que ele esteja mais seguro para transmitir aquilo que se
deseja. Por fim, vale frisar que o formalismo apresentado, por vezes, nao sera interessante
ao aluno de Ensino Médio, contudo podera ser bastante util ao graduando dos cursos de

Licenciatura em Matematica.
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2 Funcoes exponenciais: a teoria e a pratica

Conforme Lima et al. (2012, pag. 194), consideremos uma quantia co, aplicada a
juros fixos, capitalizados continuamente. Se chamarmos de ¢(?) o capital gerado a partir
daquela quantia inicial depois de decorrido o tempo ¢, é claro que ¢(t) é uma funcao

crescente de t.

Notamos ainda que se t<t’ entdo o acréscimo c(t’+h)-c(t’), experimentado pelo
capital apés o decurso de tempo h, a partir do momento ¢’, ¢ maior do que o rendimento
c(t+h)-c(t) depois de decorrido o mesmo tempo h, a partir do momento anterior ¢, pois o

capital acumulado ¢(t’), sendo maior do que ¢(%), deve produzir maior renda.

Sabemos, pela defini¢do, que numa funcao afim f : R — R, temos que o acréscimo
f(t+h)-f(t) depende apenas de h e ndao de t. Porém, no pardgrafo anterior, verificamos
que c(t+h)-c(t) depende nao apenas de h mas também de ¢. Logo, ¢(t) ndo é uma funcao
afim. Esta conclusao indica que se deve buscar outro instrumento matematico, diferente

da func¢ao afim, para modelar a presente situacao.

Analisando este problema mais detidamente, vemos que a diferenca c(t+h)-c(t)
pode ser considerada como o lucro obtido quando se investiu a quantia ¢(t) durante o
prazo h. Portanto, como vimos acima, c(t+h)-c(t) deve ser proporcional & quantia aplicada
c(t), ou seja, c(t+h)-c(t)=p.c(t), onde o fator de proporcionalidade p=¢p(h) depende
evidentemente do prazo h. A afirmagao de que ¢ (h) = [c(t+h)-c(t)]/c(t) ndo depende de ¢
é a expressao matematica do fato de que os juros sdo fixos. Como [e(t+h)-c(t)]/c(t) =
[e(t+h)/c(t)] - 1, esta afirmacao equivale a dizer que o quociente c(t+h)/c(t) ndo depende
de t.

Vemos entao que o modelo matematico conveniente para descrever a variacao de
um capital aplicado a juros fixos, em fun¢ao do tempo, deve ser uma fungao crescente c(t)
tal que o acréscimo relativo [c(t+h)-c(t)]/c(t) dependa apenas de h mas nao de t. A seguir,

veremos que as Unicas fungoes com estas propriedades sao as da forma c¢(t) = ¢p.a’.

2.1 A funcao exponencial

2.1.1 Revisdo de poténcias de expoentes racionais

Baseado em Lima et al. (2012, pag. 196), faremos uma recapitulagao do assunto
de poténcias de expoentes racionais. Seja a um numero real positivo. Para todo n € N,
a poténcia a”, de base a e expoente n é definida como o produto de n fatores iguais a a.

Para n = 1, como nao h4 produto de um sé fator, poe-se a' = a, por definicao.
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A definicao indutiva de a" é: a' = a e a"™! = a.a™.

Para quaisquer m,n € N tem-se

pois em ambos os membros desta igualdade temos o produto de m + n fatores iguais a a.

Segue-se que, para my, Ma, ..., My quaisquer, vale

m1'am2. [ — am1+m2+‘..+mk

a ...a

Em particular, se m; = ... = my = m, vem (a™)* = a™*.

Se a > 1 entao, multiplicando ambos os membros desta igualdade por a”, obtemos

a1 > a". Portanto,
a>l=1l<a<a’<..<a"<a"*' <.,
Além disso,
O<a<l=1>a>a*>..>a">a" > ..

como se vé multiplicando ambos os membros da desigualdade a < 1 pelo niimero positivo

an

Portanto, a sequéncia cujo n—ésimo termo é a™ ¢é crescente quando a > 1 e
decrescente se 0 < a < 1. Para a = 1, esta sequéncia é constante, com todos os seus termos

iguais a 1.

Se a > 1, a sequéncia formada pelas poténcias a™,n € N, é ilimitada superiormente:
nenhum ndmero real ¢, por maior que seja, pode ser superior a todas as poténcias a”.

Noutras palavras, dado arbitrariamente ¢ € R, pode-se sempre achar n € N tal que a” > c.

De modo anélogo, se 0 < a < 1 entdo as poténcias sucessivas a, a, a®, ... decrescem
abaixo de qualquer cota positiva: fixado arbitrariamente um nimero ¢ > 0, por menor que

seja, pode-se sempre achar um expoente n € N tal que a" < c.

Procuremos agora atribuir um significado a poténcia a", quando n € Z é um

numero inteiro, que pode ser negativo ou zero. Isto deve ser feito de modo que seja mantida

a regra fundamental a™.a" = a™".

Em primeiro lugar, qual deve ser o valor de a” ? Como a igualdade a".a' = a"*!

0

deve ser vélida, teremos a’.a = a, logo a tinica definicao possivel é a® = 1.

Em seguida, dado qualquer n € N, devemos ter

a"a"=a""=a"=1logoa " = —
an

.a” =a
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Assim, se quisermos estender o conceito de poténcia do niimero real a > 0, para

admitir expoentes inteiros quaisquer e preservar a igualdade a™.a" = a™*™, a Unica

definicao possivel consiste em por a® =1 e a™™ = 1/a™, para todo n € N.

A funcdo f : Z — R, dada por f(n) = a", n € Z, além de cumprir a igualdade

fundamental

f(m+n) = f(m).f(n),

¢é ainda crescente quando a > 1 e decrescente quando 0 < a < 1. Segue-se, em particular,
que, paraa > len e N tem-sea™™ <1 <a"e,paral <a <1, tem-sea” <1<a™"
pois —n <0 <nea’=1.

De a™.a™ = a™*" segue-se que (a™)" = ™" ainda quando m,n € Z.

Prosseguindo, vejamos que sentido pode ser dado a poténcia " quando r = m/n
¢ um numero racional (onde m € Z e n € N), de modo que continue valida a regra

a".a® = a"*. Desta igualdade resulta que se deve ter, para r = m/n:
(ar)n —a'.a"....a" = ar—l—r-i—...—i—r = a™" = g™

Portanto, a” é o nimero real positivo cuja n—ésima poténcia é igual a a™. Por definicao
de raiz, este nimero é /a™, a raiz n—ésima de a". Assim, a Unica maneira de definir a

poténcia a”, com r = m/n,m € Z,n € Z, consiste em por

a™m = am

A fungdo f: Q — R, definida por f(r) = a”, ndo é sobrejetiva. Noutras palavras,
fixado a > 0, nem todo ntimero real positivo é da forma a” com r racional. Isto fica
evidente se observarmos que, como Q é um conjunto enumeravel, o mesmo deve ocorrer
com sua imagem f(Q), porém R* ndo é enumerdvel. De um modo mais elementar, este
fato pode ser ilustrado mediante um exemplo. Tomemos a = 10 e indaguemos se existe
algum nimero raconal r = m/n tal que 10™/™ = 11, ou seja, tal que 10™ = 11", onde
m,n € N. E claro que, para qualquer m € N, 10™ se escreve com 1 seguido de m zeros
enquanto 11" nao pode ter esta forma. Logo, o niimero real positivo 11 ndo pertence a

imagem da funcao r — 10", de Q em R*.

As poténcias a”, com expoente racional, embora nao contenham todos os niimeros
reais positivos, estao espalhadas por toda parte em R, desde que a seja diferente de 1. Este
é o conteudo do lema abaixo, conforme Lima et al. (2012, pag. 200), cuja demonstracao é

bastante técnica e, portanto, serda omitida deste trabalho.

Lema 2.1.1. Fizado o nimero real positivo a # 1, em todo intervalo de RY existe alguma

poténcia a”, com r € Q.
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2.1.2 Definicao da Funcdo Exponencial

Conforme Lima et al. (2012, pag. 201), seja ¢ um numero real positivo, que
suporemos sempre diferente de 1. A funcdo exponencial de base a, f : R — R™, indicada
pela notagao f(z) = a*, deve ser definida de modo a ter as seguintes propriedades, para

quaisquer z,y € R:

1) a*.a¥ = a®Y;

)

)

)d =1ed =g

3) r <y=a®<a¥, quando a > 1

4) z <y=a¥<a" quando 0 < a < 1

E interessante observar que se uma funcdo f : R — R tem a propriedade 1) acima,
isto é f(z + y) = f(x).f(y), entdo f ndo pode assumir o valor 0, a menos que seja
identicamente nula. Com efeito, se existir algum z € R tal que f(zy) = 0 entdo, para todo

z € R teremos

f(x) = flxo+ (x — x0)) = fxo).f(x —x0) =0.f(x — ) =0,

logo f serd identicamente nula. Mais ainda, se f : R — R tem a propriedade 1) e nao é

identicamente nula entao f(z) > 0 para todo = € R, pois

fa)=f(5+35)=1(3)5(3) =7 (3)] >0

Assim, diante da propriedade 1), tanto faz dizer que o contradominio de f é R como dizer
que é¢ R*. A vantagem de tomar R* como contradominio é que se tera f sobrejetiva, como

veremaos.

Se uma funcdo f : R — R tem as propriedades 1) e 2) entao, para todo n € N

tem-se:

fm)=fA+1+..+)=f1)xf() x..xf(l)=axax..xa=a"

Usando a propriedade 1), resulta dai, que, para todo ntimero racional r = m/n, com n
€ N, deve-se ter f(r) = a" = {/a™.

Portanto f(r) = a" é a tinica funcao f : Q — R* tal que f(r + s) = f(r).f(s) para
quaisquer 7, s € Q e f(1) = a.

A propriedade 3) diz que a fungao exponencial é crescente quando a > 1 e a

propriedade 4 diz que a funcao é decrescente quando 0 < a < 1.

Neste momento, cabe um questionamento relevante. J4 mostramos que a funcao

exponencial pode ser facilmente calculada para niimeros racionais. Mas vimos que na
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defini¢do formal desta funcao, seu dominio é o conjunto dos nimeros reais. Ou seja,
precisamos responder a seguinte pergunta: como definir a fungao exponencial para

o conjunto dos niimeros irracionais?

Existe uma tnica maneira de definir o valor f(z) = a® quando z é irracional. Para

fixar as ideias, suporemos a>1. Entao a® tem a seguinte propriedade:
r<z<s,comr,s€e€Q=ad <a <a

Ou seja, a* é o numero real cujas aproximacoes por falta sdo a”, com r < z, r € Q, e cujas
aproximacoes por excesso sao a’, com z < s, s € Q. Nao podem existir dois nimeros reais

diferentes, digamos A < B, com a propriedade acima. Se existissem tais A e B teriamos
r<zcz<s,comr,scQ=d <A<B<da

e entdao o intervalo [A, B] ndo conteria nenhuma poténcia de a com expoente racional,

contrariando o Lema 2.1.1.

Portanto, quando z é irracional, a” é o (nico) nimero real cujas aproximagoes por
falta sdo as poténcias a”, com r racional menor do que z e cujas aproximagoes por excesso

sao as poténcias a°, com s racional maior do que .

Definindo a” para todo z € R, ndo ha maiores dificuldades para verificar que, de

fato, sao validas as propriedades 1, 2, 3 e 4 acima enunciadas. Além disso, tem-se ainda
5) A fungio f : R — R*, definida por f(x) = a*, é ilimitada superiormente.
Com efeito, todo intervalo em R contém valores f(r) = a” segundo o Lema 2.1.1.
Mais precisamente: se a > 1 entdo a” cresce sem limites quando x > 0 é muito

grande. E se 0 < a < 1 entdao a” torna-se arbitrariamente grande quando z < 0 tem valor

absoluto grande.
6) A fungdo exponencial é continua.

Isto significa que, dado oy € R, é possivel tornar a diferenca |a® — a™| tdo pequena
quanto se deseje, desde que z seja tomado suficientemente préximo de xy. Dito de outro

modo: o limite de a¢® quando z tende a zj € igual a a™. Em simbolos: lim,_,,, a® = a™.

Esta afirmacao pode ser provada assim: escrevemos z = xg + h, logo z - xo = h e
entdo |a® —a™| = a®*|a" — 1|. Ora, sabemos que a" pode se tornar tdo préximo de 1 quanto
desejemos, desde que tomemos h suficientemente pequeno. Como a™ é constante, podemos
fazer o produto a®|a”™ — 1| tdo pequeno quanto o queiramos, logo lim,_,,, |a® — a®| = 0,

ou seja, lim,_,,, a® = a™.

7) A fungio exponencial f : R — RY, f(x) = a*, a1, € sobrejetiva.
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Esta afirmacao quer dizer que para todo niimero real b > 0 existe algum z € R tal
que a® = b. (Todo nimero real positivo é uma poténcia de a). Para prova-la, usamos o
Lema 2.2.1 e escolhemos, para cada n € N, uma poténcia a™, com r, € QQ, no intervalo
(b — %, b+ %), de modo que |b—a'"| < - portanto lim, ., a™ = b. Para fixar as ideias,

supomos a > 1. Escolhemos as poténcias a™ sucessivamente, tais que
at<a? <. <am<..<b

Certamente, podemos fixar s € Q tal que b < a®. Entao a monotonicidade da

funcdo a” nos assegura que r; < 19 < ... <1, < ... < S.

Assim, (r,,) é uma sequéncia mondtona, limitada superiormente por s. A completeza
de R garante entao que os r, sdo valores aproximados por falta de um ntimero real x, ou seja,
lim, 4, 7y = z. A fungao exponencial sendo continua, temos entao a” = lim, ,,, a™ = b

como queriamos demonstrar.
8) A fungio exponencial f: R — RT, f(z) = a®,a # 1, € injetiva.

A injetividade da fungdo z — a” decorre da sua monotonicidade. Se a > 1, por

exemplo, entdo x >y = a® > a¥ e x < y = a® < a¥, e portanto x # y = a” # av.

Vemos, pois, que para todo nimero real positivo a, diferente de 1, a funcao
exponencial f : R — R*, dada por f(z) = a”, é bijetiva, ou seja, é uma correspondéncia
biunivoca entre R e RT, crescente se a > 1, decrescente se 0 < a < 1, com a propriedade

adicional de transformar somas em produtos, isto é, f(z +y) = f(z).f(y). Tem-se ainda:
lim, ,,a”=4oc0osea>1
lim, ,,ca”*=0sel0<a<1
lim, ,_ a*=0sea>1le
lim, , a*=+00sel<a<l
A figura exibe o grafico de f(x) = a” nos casos dea >1e0 <a < 1:

Quando a > 1, nota-se que, quando x varia da esquerda para a direita, a curva
exponencial y = a” apresenta um crescimento bastante lento enquanto x é negativo. A
medida que x cresce, o crescimento de y se torna cada vez mais acelerado. Isto se reflete na
inclinacao da tangente ao grafico; para valores positivos muito grandes de x, a tangente é
quase vertical. O crescimento exponencial supera o de qualquer polinémio. Se compararmos

o grafico de y = 2% (por exemplo) com o de y = z!°

, veremos que, para 0 < x < 1,077
temos x' < 2%, Para 1,077 < x < 58,77 tem-se x'° > 2% e, para todo x > 58,77 tem-se

sempre 2% > z'0.
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fix)=a* {a=1)

Figura 1: Gréafico da funcao exponencial

Fonte: Lima et al. (2012, pdg. 205)

Y&

y=2"

y=x'"

Figura 2: Crescimento exponencial x Crescimento polinomial

Fonte: Lima et al. (2012, pdg. 206)

2.1.3 Caracterizacao da Funcdo Exponencial

De acordo com Lima et al. (2012, pag. 206), as fungdes exponenciais sdo, juntamente
com as fungoes afins e as quadraticas, os modelos matematicos mais utilizados para resolver
problemas elementares. As funcoes afins ocorrem em praticamente todos os problemas
durante o Ensino Fundamental e, com menos exclusividade, porém ainda com grande
destaque, no Ensino Médio. Por sua vez, as fungoes quadraticas e exponenciais aparecem
no Ensino Médio, embora tenham, principalmente as tltimas, importancia consideravel
na universidade, bem como nas aplicagoes de Matemadtica e atividades cientificas ou

profissionais.

Uma vez decidido que o modelo adequado para um determinado problema ¢ uma
funcao afim, quadratica ou exponencial, a partir dai o tratamento matematico da questao

nao oferece maiores dificuldades. As dividas que possam surgir acontecem geralmente
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antes, na escolha do instrumento matematico apropriado para o problema que se estuda.
Para que essa escolha possa ser feita corretamente, é preciso saber quais sao as propriedades
caracteristicas de cada tipo de funcao. Vejamos as propriedades que caracterizam as fungoes

exponenciais, conforme Lima et al. (2012, pag. 207):

Teorema 2.1.2. Caracterizag¢io da fungio exponencial. Seja f : R — RT uma fun-
¢cao mondtona injetiva (isto €, crescente ou decrescente). As sequintes informagcoes sao

equivalentes:
(1) f(nx) = f(x)" para todo n € Z e todo x € R;
(2) f(x) = a® para todo x € R, onde a = f(1);

(3) flx +vy) = f(x).f(y) para quaisquer x,y € R.

Demonstragao. Inicialmente, prova-se (1) — (2):

A hipétese da assertiva (1) tem como consequéncia que, para todo nimero racional

r= l;, com k € Z,l € N, temos:

k
flkz) = f(z)
e Ora, assim pode-se escrever que [r = k e, em proxima analise:

f(rz)' = f(ire) = f(kz) = f(2)" = f(rz) = f(2)

~

= f(z)
e Fazendo f(1) = a, tem-se f(r) = f(r.1) = f(1)" = a" para todo r € Q

e Completando a demonstragao, vamos supor que f seja crescente (lembrando que f é

monotona injetiva). Portanto:

1=f(0)<f(1)=a

e Por absurdo, admitamos que exista um x € R tal que f(z) # a” e, aleatoriamente,

f(z) < a” (f(x) > a® é tratado de forma andloga).

e Neste passo, vamos nos valer do Lema 2.1.1:

Dado um nimero real positivo a # 1, em todo intervalo de RT, existe uma poténcia

a”, comr € Q.
e Desta feita, pelo lema enunciado, héd um racional r tal que f(z) < a” < a”, isto é:

flx) < f(r) <a®

e Como f é crescente, por definigdo, se f(z) < f(r), tem-se x < r. Mas, como temos

a” < a”. Portanto, r < x
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e Ora, estamos diante de uma contradicao, a qual finaliza a nossa prova.

Provando (2) — (3):

Pela hipotese, temos que f(x) = a®. Para um y € R, é valido afirmar que f(y) = a?.

Multiplicando ambos os lados da igualdade por a¥, tem-se:

a’.f(x) = a®.a’

Porém, pelas propriedades de poténcia de um ntimero, pode-se registrar:
a’.f(z) =a"" = a’.f(z) = f(z +y)

Concluindo:

a’ = f(y) = f(x).f(y) = flz+y),

0 que completa a prova.

Para (3) — (1):

e Como hipétese, tem-se que f(z +y) = f(z).f(y). Ora, é facil constatar que:

flea+xz+z+...+2)= f(x).f(x).f(x)..... f(x)

nvezes nvezes

e Concluindo:
f(nx) = [f(z)]",

como queriamos mostrar.

O

Dizemos que uma funcao g :R — R é de tipo exponencial quando se tem g(z) =
b.a” para todo x € R, onde a e b s@o constantes positivas. Se a > 1, g é crescente e se 0 <

a < 1, g é decrescente.

Se a funcao g : R — R é de tipo exponencial entao, para quaisquer z, h € R, os
+h)— +h
quocientes gz ) —9(@) =a"—1e¢ M
g(x) 9(x)
x. Mostraremos agora que vale a reciproca.

= a" dependem apenas de h, mas nao de

Ainda conforme Lima et al. (2012, pdg. 208), também podemos caracterizar as

fungoes de tipo exponencial:
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Teorema 2.1.3. Caracterizacio das funcoes de tipo exponencial. Seja g : R — RT uma

fungao mondtona injetiva (isto €, crescente ou decrescente) tal que, para x, h € R quaisquer,

h) —
g(z +h) — g(z) dependa apenas de h, mas nao de z. Entdo, se b =

0 acréscimo relativo

g(x)
_9(1) o
g(0) e a = 20)’ tem-se g(x) = b.a® para todo x € R
g
N - : : gz +h)
Demonstragio. A hipdtese feita equivale a supor que p(h) = T independe de z.
g(x
Substituindo, se necessério, g(x) por f(z) = g(b$)7 onde b = g(0), obtemos f :R — R
mondtona injetiva, com JW independente de z e, agora, com f(0) = 1.
x
h
Entao, pondo & = 0 na relagao p(h) = f(ch(jL)), obtemos p(h) = f(h) para todo
x

h € R. Vemos assim que a fun¢ao monétona injetiva f cumpre f(z + h) = f(z).f(h), ou
seja f(z +vy) = f(z).f(y) para quaisquer z,y € R.

Segue-se entao do teorema anterior que f(z) = a”, logo g(x) = b.f(z) = b.a”, como

queriamos demonstrar. O

2.2 Funcao logaritmica: a inversa da exponencial

Antes de introduzir a funcao logaritmica, devemos definir o conceito de funcao

inversa, conforme Lima et al. (2012, pag. 212).

Definicao 1. A funcao g : Y — X é denominada func¢ao inversa da funcao f: X — Y
quando se tem g(f(z)) =z e f(g(x)) =y, para quaisquer = € X e y € Y. Obviamente, g

é a funcao inversa de f se, e somente se, f for a fungao inversa de g.

Demonstragio. Comegando com (=):
Quando g é a fungao inversa de f, temos que ¢g(y) = x se, e somente se, f(z) = y.

Se g(f(z)) = x para todo = € X, entdo a funcdo f ¢é injetiva, pois f(z1) = f(z9) =
9(f(21)) = g(f(22)) = 21 = 22.

Na sequéncia, a igualdade f(g(x)) = y, vélida para todo y € Y, implica que f é sobrejetiva
pois, dado y € Y arbitrério, toma-se x = g(y) € X e temos f(x) =y.

Ora, se a funcao f : X — Y possui inversa, entdao f € injetiva e sobrejetiva, isto é, fica-se

diante de uma correspondéncia biunivoca entre X e Y.

Fazendo («<):
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Se f: X — Y é uma correspondéncia biunivoca entre X e Y, entdo f possui uma funcao

inversa g : Y — X.

Definindo ¢, nota-se que, sendo f uma funcado sobrejetiva, para todo y € Y, ha algum
x € X tal que f(x) =y.

Ainda, como f é injetiva, tal x é unico. Pode-se, entao, afirmar que g(y) = x.

Portanto, g : Y — X ¢é a funcao a qual associa a cada y € Y o Unico x € X tal que
f(z) = y. Logo, constatamos que g(f(z)) = z e f(g(y)) =y, paraz € X ey € Y

quaisquer.

]

Na se¢ao 2.1.2 vimos que, para todo numero real positivo a # 1, a funcao
exponencial f: R — R, f(z) = a” é bijetiva, ou seja, é uma correspodéncia biunivoca
entre R e RT, crescente se a > 1, decrescente se 0 < a < 1, com a propriedade adicional
fl@+y) = f(2).f(y).

Logo, segue-se que f possui uma func¢ao inversa, cuja defini¢ao sera exposta a seguir,

conforme Lima et al. (2012, pag. 215):

Definicao 2. A inversa da funcao exponencial de base a é a funcao
log, : RT = R,

que associa a cada numero real positivo o nimero real positivo z o nimero real log, x,

chamado o logaritmo de z na base a.
Por definicao de func¢ao inversa, tem-se
a°%® = 1 e log,(a®) = .

Assim, log, x é o expoente ao qual se deve elevar a base a para obter o nimero z.

Ou seja,
y=log,x < a¥ =ux.

Uma propriedade da funcao logaritmica é transformar produtos em somas, conforme

veremos abaixo:

Proposigao 2.2.1. log,(zy) = log,(z) + loga(y)
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Demonstragio. Fazendo k = log,(x) e | = log,(y), entdo é certo dizer que a* =z e a' = y.
Portanto:
ry = a®.a' = o
ou seja,
loga(zy) =k + 1 =loga(z) + loga(y)
]

A funcao log, : R™ — R é crescente quando a > 1 e decrescente quando 0 < a < 1.
Como a° = 1, tem-se log, 1 = 0. E importante ressaltar que somente nimeros positivos
possuem logaritmo real, pois a fung¢do x — a”* somente assume valores positivos. Para fins

de ilustracao, exibiremos os graficos da funcao logaritmica a seguir.

ya
[a> 1]
1 > X
Y
; > X

Figura 3: Grafico da funcao logaritmica

Fonte: Site da Unip - Objetivo’

! Disponivel em <http://conteudoonline.objetivo.br/Conteudo/Index/6132?token=5> Acesso em jun.
2016
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Assim como podemos caracterizar as fung¢oes exponenciais, também temos o Te-
orema de Caracterizacdo das Fungoes Logaritmicas, conforme Lima et al. (2012, pég.

219):

Teorema 2.2.2 (Caracterizacao da Fungao Logaritmica). Seja f: RT — R uma fungdo
mondtona injetiva, ou seja, crescente ou decrescente, tal que f(xy) = f(x) + f(y) para

quaisquer x,y € R*. Entdo, existe a > 0 tal que f(x) =log, x para todo x € RT.

Demonstracao. Focaremos no caso em que f é crescente, sem perda de generalidade, pois

o tratamento para uma fun¢ao f decrescente é totalmente analogo.

e Para f(1) temos que: f(1) = f(1.1) = f(1) + f(1). Portanto, f(1) = 0.

e Vamos supor que haja um a € R tal que f(a) = 1. Como f é crescente e f(a) =1 >
0= f(1), temos que a > 1, pois f(a) > f(1).

e Para um k € N, pode-se afirmar que:

f(@*) = fla.aa.....a)=f(a)+ fla)+...+ fla)=1+1+...+1=k

Assim, constata-se que f(a™%) = —k.
e Ser= I;, com k € Z el € N, entao r.l = k e portanto:
k= fd") = f(a") = f((a")) = L.f(a")
e Dai, f(a") = 7 =r. Caso x € R é irracional, entdo, para r, s racionais, temos:

r<r<s=a <a"<a®= f(a") < f(a®) < f(a’) =1 < f(a®) <s

e Portanto, todo niimero racional r, menor que z, também é menor que f(a®) e, todo
racional s maior que x é também maior que f(a®). Entdo, segue que f(a*) = x para
todo z € R.

e Concluindo a prova parcial, f(y) = log, y, para todo y € R.

e Analisando um caso geral, considera-se uma funcao crescente h : R — R, tal que

h(xzy) = h(z) + h(y), sem mais hipé6teses.

e Temos h(1) =0 e, como 1 < 2, vale afirmar que h(2) =b > 0.
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h
e Definindo uma nova fungao f : Rt — R, por f(x) = bx>, percebemos que ela é

crescente e transforma somas em produtos, cumprindo f(2) = 1.

e Ora, pela primeira parte da demonstracao, tem-se que f(x) = log, x, para todo

x € RT. Observando mais atentamente, ¢ o mesmo que afirmar:

h(x)

r= 2@ = 2" _ (2h)h@) — gh@)

1
com a = 2b.

e Finalizando, tomando log, nos dois lados da igualdade a"® = z temos que:

g(x) =log, x

2.3 Aplicacoes e Curiosidades

Nesta parte do presente trabalho deseja-se retratar a importancia do contetdo
matematico exposto através de aplicacoes cotidianas e curiosidades rotineiras. Sem duvidas,
a apresentacao do contetido de fungoes exponenciais é uma das tarefas mais importantes
para o sucesso da aprendizagem. Como ja abordamos anteriormente, a contextualizagao
reveste-se de uma importancia singular no processo de aquisicao de conhecimento, amadu-
recimento e tomada de consciéncia social por parte do discente. Assim, no vigente capitulo,
procura-se mostrar algumas das principais aplicagoes e curiosidades que envolvem o assunto
em voga. Vale relembrar que nem todas poderao ser usadas em sala devido a conhecimentos
mais avancados, aprendidos nos cursos superiores de Ciéncias Exatas. Entretanto, sera
de extrema valia para o professor, embasando e sedimentando o conhecimento sobre a

tematica, bem como sugerindo novas abordagens em sala de aula.

No capitulo anterior, abordamos o calculo do valor de um montante aplicado
ao longo de um certo tempo a juros fixos, capitalizados continuamente. Além desta,
existem intimeras outras aplicagoes bem interessantes da teoria de fungdes exponenciais
que podem ser aplicadas no Ensino Médio, inclusive referenciando outras disciplinas além
da Matemaética. Algumas expostas sao classicas, todavia outras nao sao tao comuns de

serem abordadas em sala de aula no Ensino Médio.

2.3.1 Desintegracao radioativa

Os atomos de uma substancia radioativa (como o radio e o uradnio, por exemplo)
tendem a se desintegrar, emitindo particulas e transformando-se noutra substancia. As

particulas emitidas nao alteram consideravelmente a massa total do corpo mas, com o passar
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do tempo, a quantidade da substéncia original diminui (aumentando, consequentemente, a
massa da nova substancia transformada). Isto ocorre de tal modo que, em cada instante, a
quantidade de matéria que se estd desintegrando naquele momento é proporcional a massa

da substancia que ainda resta.

Assim sendo, se denominarmos de meia-vida de uma substancia radioativa o tempo
necessario para que se desintegre a metade da massa de um corpo formado por aquela
substancia, constatamos que a meia-vida é um nimero intrinsecamente associado a cada
substancia radioativa: o tempo necessario para reduzir a metade a radioatividade de uma
tonelada de uranio ¢ igual ao tempo que leva um grama da mesma substancia para ter
sua metade desintegrada. A propésito, como exemplo, os varios isétopos do uranio tém
meia-vida da ordem de 10° anos. Enquanto isso, a meia-vida do rddio 224 é de 3 dias e 15

horas.

De um modo geral, se designarmos por m = m(t) a massa da substancia radioativa

presente no corpo no instante t, verifica-se que m é uma funcao decrescente de t e, além

m(t+ h) — m(t)
m(t)

apenas de h e ndo do instante inicial ¢, ou seja, da massa m(t) existente naquela ocasido.

disso, a perda relativa , ocorrida apoés o decurso do tempo h, depende

Outra vez, constatamos a necessidade de uma fungao real de variavel m : R — R, que
m(t + h) —m(t)
m(t)

seja mondtona injetiva (desta vez, decrescente) e tal que a variagao relativa

m(t+ h) —m(t)

(@) nao dependa

dependa apenas de h. Ou, equivalentemente, que a razao

de t mas somente de h.

Se aplicarmos o Teorema de Caracterizagdo de Fungoes do tipo Exponencial,
concluiremos que a funcao que representa a massa da substancia é deste tipo, ou seja,
m(t) = mg.a’, onde mg é a massa inicial da substancia e a é o fator de decaimento, sendo

O0<a<l.

Vamos dar um exemplo genérico de como encontrar esta funcao exponencial que
representa a massa de uma substancia X no instante ¢, dado que o tempo de meia-vida
dessa substancia € ?;/2, ou seja, a massa desta substancia se reduz a metade apos 2y,
unidades de tempo. Logo, se a massa inicial da substancia é mg, apés decorridos ;/;
unidades de tempo, a massa sera igual a %. Analisando a férmula genérica e utilizando

estes valores, temos:

m 1 1\N& 2
m(t) = mo,at = 70 = mo'atl/Q = - = at1/2 = q= () 1/2
t

1N\ 72
Portanto, a funcio exponencial encontrada é: m(t) = mg.a’ = my. <2> 12



Capitulo 2. Fungdes exponenciais: a teoria e a prdtica 41

2.3.2 Crescimento populacional de bactérias

O crescimento da populacao de bactérias é um aspecto bastante interessante no
estudo da Biologia. Ele se divide em 4 fases. A primeira ¢é a fase de laténcia: geralmente,
o crescimento nao é notado apds a cultura ser inserida em novo meio. Entao, nao ha,
nessa fase inicial, grandes diferencas no nivel de crescimento. Na sequéncia, tem-se a fase
do crescimento exponencial: todas as células entram em divisao celular por um certo
periodo de tempo, o qual depende da quantidade de nutrientes presentes no meio em
que se encontram. Apods, ha a fase estaciondria: o crescimento cessa por alguns fatores
atinentes ao ecossistema. Por exemplo, a falta dos nutrientes. E, finalmente, a fase de

declino celular: quando as células comecam a morrer.

Para o auxilio da Matematica na Biologia, queremos estudar a fase do crescimento
exponencial. Seja N (t) o nimero de células no instante ¢ e Ny o niimero inicial de células.
Consideremos que, a cada d unidades de tempo, as células se dividem em duas. Considere n

o numero de divisoes ocorridas. Note que n = —, ou seja, o nimero de divisoes ja ocorridas,

¢ igual ao tempo decorrido ¢ dividido pelo periodo g em que as divisoes se repetem.

A funcao que encontramos é, portanto:
N(t) - N0.2n = N0.2§

Exemplificando, observe o relato abaixo, o qual pode servir como um 6timo exemplo

a ser usado em sala de aula:

Imagine uma garrafa contendo uma bactéria cuja quantidade dobra a
cada minuto. As onze da manha a garrafa contém uma bactéria, e uma
hora depois, ao meio-dia, esta cheia. Recuando no tempo, as 11h59 a
garrafa devia estar cheia pela metade, as 11h58, a quarta parte e assim
por diante. "Se vocé fosse uma bactéria nessa garrafa', pergunta Bartlett,
"em que momento perceberia que estava ficando sem espaco?'As 11h55 a

1
garrafa parecia estar bem vazia - apenas 32 dela estaria ocupado, ou 3%,

deixando 97% livres para expansao. A bactéria perceberia que estava s
a cinco minutos da capacidade plena? Bellos (2015, p.157)

Uma ressalva importante é o fato de estarmos, até agora, trabalhando com dados
discretos, isto é, valores enumeraveis, por mais numerosos que possam ser. 'O crescimento
exponencial pode se dar passo a passo ou de forma continua. Na analogia de Bartlett
com a bactéria na garrafa, uma bactéria torna-se duas, duas tornam-se quatro, quatro
tornam-se oito e assim por diante'. Contudo, vamos mostrar que o crescimento exponencial
é continuo através dos graficos das curvas expressas pelas equagoes y = 1,5%, y = 3% e
y = 6".

Com a observacao e andlise dos gréaficos, consegue-se perceber que, para as curvas

cujas bases sao maiores, apresentam um crescimento mais acelerado quando comparada
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Figura 4: Curvas exponenciais y = 1,5%, y = 3% e y = 6%

Fonte: Bellos (2015)

com as curvas de bases menores. Esta constatagao ¢ um ponto muito importante a ser
levantado em classe, pois muitos alunos do Ensino Médio apresentam muitas dificuldades
na construcao de graficos de fungdes, mesmo as mais elementares. Outro aspecto a ser
ressaltado é o ponto do gréafico onde as curvas se cruzam (0,1). Desta forma, fica ficil

mostrar que qualquer base, quando elevada a zero, resulta em 1.

2.3.3 Funcoes Exponenciais e Progressoes

As funcoes exponenciais tém uma relacao bastante interessante com as progressoes
aritméticas e geométricas. O docente pode se utilizar desta relacao para despertar um
maior interesse de seus alunos sobre o tema e ainda revisitar o tema de progressoes. Vamos

aos detalhes a seguir, conforme descrito em Lima et al. (2012, pag. 210):

Definigao 3. Seja f : R — R, f(x) = ba”, uma funcao do tipo exponencial. Se

X1,To,...,Tp,... € Uma progressao aritmética de razao h, isto é, x,.1 = x, + h, en-

tao os valores

f(zq) = ba™, f(xg) = ba™, ..., f(x,) = ba™, ...
formam uma progressdo geométrica de raziao a”, pois

f(xn-i-l) = ba™t! = ba$n+h = (bamn)'ah = f(:En).CLh

Como o (n + 1)-ésimo termo da progressao aritmética dada é z,.; = z; + nh,

segue que f(r,.1) = f(x1).A", onde A = a". Em particular, se x; = 0, entao f(z,) =be

f(ZCn+1) =b.A".
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Por exemplo, se um capital inicial ¢y é aplicado a juros fixos, entao, depois de
decorrido um tempo ¢, o capital existente, isto ¢, o montante, é dado por c(t) = cg.a’.
Se consultarmos os extratos da conta onde ha a aplicagao nos tempos 0, h, 2h, 3h, . . .,
teremos c(0) = cg, c(h) = coA, c(2h) = cy. A%, c(3h) = ¢5. A3, ..., onde A = a". Portanto,
a evolucao do saldo, quando calculado em intervalos de h unidades de tempo, é dada pela

progressao geométrica co, cpA, co.A%, cg. A3, . ..

Esta propriedade é caracteristica das fungoes de tipo exponencial, conforme o

teorema a seguir:

Teorema 2.3.1. Seja f : R — R uma fun¢ao mondtona injetiva (isto €, crescente ou

decrescente) que transforma toda progressao aritmética x1,xs, ..., Ty, ... €M UMG Progressao
1
geométrica yi,Ys, ..., Yn = f(z,). Se pusermos b = f(0) e a = ?EO;, tem-se f(x) = ba”,
para todo x € R.
i . B o N : _ fl@)
Demonstragio. Considere b = f(0). A fungdo g : R — R, definida por g(z) = 5

¢ mondtona injetiva e continua transformando progressoes aritméticas em progressoes

geométricas e tem ¢(0) = 1.

Dado z € R qualquer, a sequéncia (z,0, —x) é uma progressao aritmética. Logo,

g(x),1,g(—x) é uma progressao geométrica de razao g(—x). Segue-se que g(—z) = ——.

9(x)
Considere agora n € N e x € R. A sequéncia 0,z,2x,...,nx é uma progressao
aritmética e, portanto, 1, g(z), g(2x), ..., g(nz) é uma progressao geométrica cuja razao,

evidentemente, é g(z). Entao, seu (n + 1)-ésimo termo é g(nz) = g(z)".

Se —n é um inteiro negativo, entdao g(—nzx) = . Portanto, vale g(nz) = g(z)"

g(nx)
para quaisquer n € Z e x € R.

f(1)

Segue que, fazendo a = g(1) = ——=, tem-se g(x) = a”, ou seja, f(x) = ba®, para

f(0)
todo x € R.

2.3.4 Brilho e magnitude

O brilho das estrelas pode ser expresso por um sistema de magnitudes. O astrénomo
grego Hiparco 2 definiu este sistema por volta de 150 a.C. Ele atribuiu as estrelas mais
brilhantes do céu uma magnitude m = 1; aquelas um pouco menos brilhantes do que as

primeiras, uma magnitude m = 2, e assim por diante, até que todas as estrelas visiveis por

2 Hiparco (190 a.C. - 120 a.C.) foi um astrénomo grego, construtor de maquinas, eximio cartégrafo e

matematico da escola de Alexandria, nascido em 190 a.C. em Nicéia, na Bitinia, hoje Iznik, na atual
Turquia. Viveu na Alexandria, sendo um dos grandes representantes da Escola Alexandrina, do ponto
de vista da contribuigdo para a Mecanica. Trabalhou, sobretudo, em Rodes (161 a.C. - 126 a.C.)
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ele tivessem valores de magnitude de 1 a 6, sendo este ltimo valor atribuido as estrelas
menos brilhantes do céu. Portanto, o sistema de magnitude é baseado no quao brilhantes

sao as estrelas a olho nu.

Alguns objetos vao além dos limites originais do sistema de magnitudes concebido
por Hiparco, cujos valores estavam no intervalo de 1 a 6. Alguns objetos bem brilhantes
podem ter magnitude m = 0, ou mesmo negativa, enquanto objetos invisiveis a olho nu
tém magnitude m > 6. E importante lembrar sempre que objetos mais brilhantes (de

maior fluxo) tém magnitudes menores do que os objetos mais ténues.

O brilho observado B de uma estrela de magnitude m é descrito pela sua comparacao

com o brilho padrao By, usando a equacao do tipo exponencial

2m

B - Bo.loiT

Portanto, quanto maior a magnitude, menor o brilho da estrela. Uma estrela de
brilho By, se existisse, teria magnitude zero. Entao, a constante B equivale ao ponto zero
da escala de magnitude. Esse ponto foi escolhido para que as estrelas com mais brilho
(excetuando-se o Sol), como as estrelas Sirius e Vega, tenham magnitude préxima de 1,

isto é, para que sejam estrelas de primeira magnitude.
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3 Uma conversa com professores da Educa-

cao Basica

No momento em que foi definido o tema deste trabalho, julgou-se conveniente fazer
um levantamento geral sobre a metodologia aplicada no ensino de fungoes exponenciais
nas escolas brasileiras, a fim de se obter um melhor direcionamento para a elaboracao do
presente trabalho de forma que o mesmo pudesse contribuir com o trabalho dos docentes
em sala de aula. A forma mais direta de se obter essas informagoes foi através da elaboracao
de um questionario com 13 perguntas destinado a professores de Matematica do Ensino
Médio. Inicialmente este questionario foi distribuido em vias impressas para professores
que cursavam o PROFMAT. Posteriormente, o questionario foi disponibilizado na Internet
através de uma rede social, onde professores de Matematica de todo o Brasil puderam ter

acesso a ele.

Os professores tiveram mais de um més para responder os questionarios. O ques-
tionario foi respondido por 25 professores. Esperdavamos um ntimero maior de respostas,
visto que com a disponibilizacao do questionario pela Internet o alcance foi bem amplo.
Dentre os professores que responderam a pesquisa, alguns lecionam em escolas publicas
(rede municipal e estadual) e outros lecionam em escolas particulares. Alguns inclusive dao
aulas em cursos pré-vestibulares. Acreditamos que essa diversidade contribuiu de forma

positiva para a nossa pesquisa.

As perguntas abordam, em geral, a forma como os professores explicam diversos
itens do conteido de fungoes exponenciais. Ao longo do questionario, o professor é levado
a "pensar fora da caixa', ou seja, o proprio docente é conduzido a uma reflexao sobre a
forma como eles explicam o assunto em sala de aula. Existem alguns pontos sobre o tépico
de fungoes exponenciais que nao costumam ser abordados nas escolas brasileiras, como a
definicdo da fungdo exponencial para nimeros irracionais. Além disso, métodos mecanicos,
como a resolucao de equagoes exponenciais através do "corte de bases iguais", apenas sao
apresentados aos alunos como 'receitas de bolo", sem que uma justificativa matematica
formal seja exposta. Este questionario procura trazer aos docentes essas questoes. Paralela-
mente, outras perguntas serviram para testar algumas hipdteses levantadas neste trabalho

sobre a apresentacao deste conteido. Tabulou-se, qualitativamente, as respostas obtidas.

Segue uma analise minuciosa das respostas coletadas para cada uma das perguntas
elaboradas. O questiondrio, na integra, se encontra nos anexos do presente trabalho,

juntamente com as respostas.
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-

1) A funcao exponencial tem como dominio o conjunto dos niimeros reais. E
intuitivo para o aluno que um expoente pode ser um niimero natural, inteiro
e racional. Mas, e se um aluno lhe perguntar o sentido da expressao V27
Como vocé explica ao aluno que os niimeros irracionais também fazem parte

do dominio da func¢ao exponencial?

De fato, a preocupacao exposta na pergunta se justifica pelo fato de que os alunos
podem imaginar que simplesmente nao existe 2V2 ou mais genericamente, nao existe a”,
sendo x um namero irracional. Isso ocorre devido ao fato de que os alunos sdo ensinados a
aplicar métodos prontos na matematica, como os de calcular uma poténcia com expoente
natural, inteiro e racional e, quando nao existe nenhum método, eles podem supor que
simplesmente nao existe. Da mesma forma, antes de aprender exponencia¢ao com expoentes
inteiros negativos ou racionais nao-inteiros, um aluno poderia supor que nao seria possivel
tal operagao. Outrossim, um aluno de mestrado em matemaética pode ter dificuldades em
entender operagoes de exponenciacao com expoente complexo nao-real. Enfim, percebe-se
que é um assunto complicado de explicar, principalmente porque nao existe um método
para calcular 2\/5, mas o aluno precisa entender que os nimeros irracionais fazem parte do

dominio da funcao exponencial e que 2\/5, por exemplo, faz parte da imagem.

Praticamente todos os professores responderam que explicariam aos seus alunos o
sentido do valor 2V2 usando a aproximacdo por ntimeros racionais do expoente v/2. Ou
seja, eles dizem que o valor desta poténcia é aproximadamente igual ao valor de uma
poténcia de 2 com um expoente racional muito préximo de v/2. Alguns citaram o fato de
a funcao exponencial ser continua no seu dominio. Houve também a referéncia ao conceito

de limite para explicar o motivo da aproximacao.

Vale ressaltar que os conceitos de limite e de continuidade de funcgées s6 sdo
devidamente explorados hoje na disciplina de Calculo, no ensino superior. Portanto, deve-
se tomar muito cuidado ao trazer esses assuntos para uma sala de Ensino Médio e, caso

seja necessario, deve-se realizar uma abordagem mais sutil possivel.

2) De que forma vocé define e explica os valores possiveis para a base “a” de

uma fungio f(x) = a"?

Apés o aluno compreender que o valor de x varia no conjunto dos reais, ele deve
entender quais os valores que a constante a pode assumir. Houve uma citacao interessante

[

de um professor entrevistado: referiu-se aos “valores de a que tornam a fung¢ao bem
comportada”, ou seja, aquela cujo grafico seja representativo para o aluno (continuo,

crescente/decrescente).

A maioria dos professores afirmou que, primeiramente, eles analisam os valores que
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a nao pode assumir. O valor 1, por exemplo, ndo pode ser usado pois, sendo, a fungao
seria constante e igual a 1. A explicagdo é analoga para o valor 0 (lembrando que no caso

de zero elevado a um expoente negativo ainda temos a ocorréncia de indeterminacao).

Em seguida, os professores precisam explicar porque o valor de a também nao
pode ser negativo. Houve uma resposta que pode fazer bastante sentido para o aluno: um
dos professores explica que as poténcias pares de niimeros negativos sao positivas e as
poténcias impares sao negativas, o que causaria uma provavel descontinuidade no gréfico,

0 que nao é interessante.

Essa resposta acima consegue convencer alguns alunos, mas existem respostas mais
completas e convincentes, como a de um docente que diz que a funcao nao ficaria definida
em casos como an quando a < 0 e n par ja que terlamos uma raiz de indice par com
argumento negativo. Ou seja, ele usou o fato de que o expoente pode ser do tipo —, com n
natural. Nesse caso, se n for par, teremos uma raiz de indice par de um niimero %egativo,
0 que nao existe no conjunto dos reais. Dessa forma, ele mostra ao aluno que pode ocorrer
um grave problema no caso de a ser negativo. E assim, o aluno consegue compreender que
a, definitivamente, ndo pode ser negativo e nem assumir os valores 0 ou 1. A maioria dos

professores segue essa linha, citando o caso da raiz quadrada de nimero negativo.

3) Vocé apresenta em sala possiveis aplicagées para fungdes exponenciais?

Caso positivo, cite alguns exemplos.

Nesta pergunta, todos os professores citaram os casos classicos como: matematica
financeira (juros compostos), crescimento populacional, decaimento radioativo, ingestao
de medicagoes. Casos menos convencionais também foram citados: distribuigao de Poisson
(aplicacoes em teoria das filas; filas de banco; filas de buffer de um roteador; filas de
paginacao de um sistema operacional, entre outros), ruido gaussiano branco, curvas PV
do gas ideal. Isso demonstra a preocupagao desses professores em conectar a realidade a
teoria, o que é fundamental para auxiliar num melhor processo de aprendizagem por parte

do discente.

4) Vocé costuma comparar em sala as taxas de variacdo da fungao exponencial

com as funcgoes de primeiro e segundo grau?

Nessa pergunta, os professores se dividiram. A maioria nao faz essa comparagao
em sala de aula, justificando que s6 faz sentido se for em uma turma preparatoria para
vestibular de exatas ou que s6 se deve explorar o assunto na disciplina de Calculo, ja na
graduagao. Outros chegam a falar em sala que a fungdo exponencial tem uma taxa de

variagdo bem maior que as outras e usam a ferramenta de graficos para mostrar isso aos
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alunos.

Uma resposta que se destacou foi a de comparacao entre juros simples e juros
compostos, respectivamente, uma fun¢do afim e uma fungao exponencial, efetuando a

sobreposicao dos graficos de crescimento e mostrando a diferenca entre eles.

O que vale destacar em sala é que quanto mais os valores do dominio crescem, maior
fica a diferenca da fungao exponencial para outras fun¢oes. Os alunos devem entender o
seu potencial de crescimento acima das demais fungdes. Assim, a fun¢ao exponencial deve
passar a ser “respeitada” por eles, pois a0 mesmo tempo em que o crescimento exponencial
“descontrolado” pode ser algo bom, como no caso dos retornos de uma aplicacao financeira,
também pode ser algo ruim, quando se tem que pagar juros de cartao de crédito, por

exemplo.

5) Vocé explora com seus alunos o comportamento da fungido exponencial no
+007?

A maioria dos professores ou nao abordam o assunto no Ensino Médio, por julga-lo
desnecessario, ou o exploram minimamente. Um deles cita que o assunto deve ser abordado
com bastante cautela, para que nao vire uma discussao filoséfica sobre o infinito. Poucos

citam que realizam a abordagem grafica.

A resposta mais interessante foi a de que se utilizam os casos 0 <a <lea > 1,

pois sao justamente estes que se diferenciam no comportamento no infinito.

E de senso comum que este contetido deve ser detalhadamente explorado apenas no
ensino superior. Entretanto, uma abordagem inicial no Ensino Médio, sem a utilizacao dos
termos ’limite’, ‘convergente’ e 'divergente’, serve para que o aluno se familiarize melhor

com esse tipo de funcao.

6) Como vocé explica para seus alunos que um niimero elevado a 0 é igual a 17
E como explica que, para obter o resultado de um niimero elevado a -1, basta

escrevé-lo como fracao e inverter o numerador com seu denominador?

Ensinar nao é apenas definir, mas também explicar. Quando o aluno realmente
entende o porqué de uma definicao, consegue absorver melhor o assunto. Nao basta
simplesmente definir que um ntmero elevado a 0 ¢ igual a 1 e que quando se eleva um
numero a -1 basta inverter numerador e denominador. Isso sao defini¢oes que possuem

explicagoes simples e nao ¢ adequado e prudente omiti-las dos alunos.

Quase unanimemente, os professores explicaram essas defini¢coes usando a proprie-

dade de multiplicacao de poténcias (soma de expoentes). Essa propriedade ja é bastante
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conhecida dos alunos desde o Ensino Fundamental. De fato, para explicar que a’ = 1
k

a . )
para todo a # 0, basta fazer a° = — =1, onde k é um expoente qualquer. Ja no caso do

a

k
. , . ., a . .
inverso de um nimero, basta explicar que a™" = — o= De uma forma mais particular,
a
0
1

_ a ~ . ~ . f .
podemos fazer a~* = — = —. Note que sao explicagoes bem simples e répidas.
a a

Y

Um professor elaborou a explicacdo usando o seguinte exemplo. Se 3* = 81,

81 27 3
— =27,33="-=9,3" =2 =3 entdo 3° = 1 = =. E uma maneira mais informal

3% =
de explicar o conteudo, todavia, na nossa opiniao, s6 deve ser usado quando o aluno
nao compreender a explicagdo do paragrafo anterior, que apresenta um rigor matematico

suficiente e adequado a demonstracao, apesar da simplicidade.

7) Vocé ja demonstrou aos seus alunos que uma func¢ao exponencial pode levar
uma sequéncia em progressao aritmética em uma sequéncia em progressao
geométrica? Qual foi a reacdo dos alunos? Ajudou no entendimento do assunto

de progressoes?

A interligacao entre assuntos na matematica pode ser bastante vantajosa, pois
fornece uma revisao de um assunto ja aprendido e uma abordagem mais pratica do novo
assunto. O aluno do Ensino Médio precisa se acostumar a resolver problemas que englobam
diversos conteidos aprendidos em diferentes épocas, ja que encontrara tal sisteméatica no
vestibular e na graduacao. Na matéria de Célculo, por exemplo, terd que usar boa parte

de seu vasto conhecimento adquirido nas trés séries do Ensino Médio.

Essa pergunta faz mais sentido para professores que trabalham em escolas que, no
conteudo programéatico, abordam, primeiramente, as progressoes aritméticas e geométricas.
Porém nada impede o professor de aproveitar para introduzir esse assunto aos alunos.

Tudo dependera do interesse da classe.

As respostas dos professores variaram muito. Alguns acham que nao é o caso
fazer essa abordagem; outros ja acham interessante. Em geral, a reacao dos alunos foi de

surpresa, porém, em alguns casos, nao surtiu o efeito desejado, apenas em poucos alunos.

Um dos professores citou que, no curriculo da Secretaria de Estado de Educacao
do Rio de Janeiro, o contetido de fung¢des exponenciais é dado no 1° ano do ensino médio,
enquanto as progressoes sao vistas no 2° ano do mesmo segmento. Nesse caso, podemos
propor uma outra abordagem: no segundo ano, apds aprender progressoes aritméticas e
progressoes geométricas, o aluno pode ver como aplicar esse novo conhecimento nao s6 em

fungoes exponenciais, como também em fungoes logaritmicas.

A esséncia da pergunta nao foi totalmente captada pela maioria dos docentes. Pela

analise das respostas, percebeu-se que a maioria deles apenas comenta que fungoes expo-
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nenciais sao progressoes geométricas. Mas nao detalharam que uma sequéncia pertencente
ao dominio da funcado tem que estar em progressao aritmética para que a imagem dessa
sequéncia pela fungdo exponencial esteja progredindo geometricamente. Vale também citar
que a funcao logaritmica, que é a inversa da funcao exponencial, faz o contrario: leva uma

sequéncia em progressao geométrica numa sequéncia em progressao aritmética.

8) Na maioria dos materiais didaticos (possivelmente todos), o ensino de equa-
cao exponencial é anterior ao de funcao exponencial. Qual é a sua opiniao a
respeito? Por qué? Haveria vantagens em trocar a ordem com que esses assun-

tos sao abordados? Se sim, quais?

Essa é provavelmente a questao mais polémica do questionario, pois propoe uma
ruptura de paradigma. De fato, praticamente na totalidade dos casos, o contetdo de
equagao exponencial é visto antes de fun¢ao exponencial, o que também ocorre para os
outros tipos de fungdes. Pensamos nesta troca da ordem de exposi¢do dos contetidos pelo
seguinte motivo: quando o aluno aprende a resolver uma equacao exponencial, ele apenas
aprende o mecanismo, sem entender o porqué da possibilidade de “cortar as bases”. Se o
aluno primeiramente compreender o conceito da fungao exponencial, ele ird entender o
motivo do emprego desse mecanismo. A resolucao de equagdes exponenciais em si acaba
na maioria das vezes se reduzindo a resolugao de equagoes de outro tipo (equagao linear,
quadrética, trigonométrica). Entdo, o aluno apenas absorve a regra de “cortar as bases” e
realiza operagoes basicas e manipulagoes algébricas de potenciacao para fazer com que
haja a mesma base em ambos os lados da igualdade. Acaba que o aluno aprende a resolver

algo que ainda nao compreende totalmente.

Como era de se esperar, os professores se dividiram nas respostas. Alguns concordam
com o modelo atual: argumentam que estudar equagao antes é melhor por se tratar de um
caso particular e de mais simples compreensao. Também dizem que o aluno ganha mais

confianca no conceito de expoentes para, depois, aplica-lo em funcgoes.

Por outro lado, alguns professores dizem que é melhor o aluno ter uma visao mais
ampla do que ele estd fazendo, para depois resolver as equagdes. Um deles cita que o aluno
teria mais facilidade em compreender as solugoes de determinadas equagoes observando
que a funcao ¢ injetora, o que ¢ justamente um dos principais motivos que enxergamos

para justificar a troca de ordem dos assuntos.

9) Durante a sua aula sobre equagao exponencial vocé resolve a equagio 2* = 8
escrevendo 8 = 23, "cortando"as bases comuns e obtendo z = 3. Um aluno
pergunta por que é possivel cortar a base. O que vocé responde? Vocé saberia

justificar formalmente esse "corte"?
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Deve ser estimulado nos alunos o questionamento sobre os métodos matematicos.
Por que ao “passarmos” um nimero que estd sendo somado ou diminuido para o outro
lado de uma equacao mudamos o sinal? E na multiplicagdo: por que “passa” para o outro
lado dividindo (e vice-versa)? No caso da resolu¢ao de equagbes exponenciais, o aluno
nao deve se restringir ao processo mecanico de "cortar'as bases. Ele deve entender o que

justifica esse “corte”.

Um dos professores sugeriu um método bem interessante pra fazer esse corte. Ele,

simplesmente, dividiu ambos os lados da equacdo por 23:

2¢ 23
23 23
273 =1
2173:20

r—3=0—2=3

Neste caso, ele usou o fato de que o ntimero 0 (zero) é o inico ntimero possivel no

expoente para que a poténcia seja igual a 1.

Uma resposta mais completa também foi citada. Relembrando o conceito de fungao

injetora:

Uma fungao f : D — I ¢é injetora se, e somente se, para todo x,y € D, temos

flx)=fly) =z =1y.

Como 2% = 23 entdo f(x) = f(3), onde f(x) = 2%. Logo, a injetividade da fungao
garante que x = 3. Na verdade, pelo método anterior, exposto logo acima, foi também
utilizada a propriedade da injetividade pois, de f(x —3) = f(0), se concluiu que x —3 = 0,

ou seja, r = 3.

Alguns professores também citaram a utilizacao de graficos para ilustrar ao aluno
que s6 pode haver uma solugdo possivel para a equacao exponencial. Houve também
referéncia a unicidade da fatoracao de um ntimero em nimeros primos, que também serve

para justificar que x = 3 nesse caso.

10) Vocé costuma utilizar logaritmos para resolver equagdes exponenciais?

Esta pergunta traz a tona mais um questionamento: quando o aluno aprende
equacoes exponenciais pela primeira vez, normalmente antes de aprender o contetido de

logaritmos, ele se limita as equagoes com a mesma base. Na pior das hipdteses, ele se
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depara com duas bases diferentes, sendo uma poténcia da outra, o que pode ser resolvido
com uma simples manipulacao algébrica dos niimeros. Depois de ensinar logaritmos, além
de introduzir as equagdes logaritmicas, o professor acaba tendo que revisitar as equagoes
exponenciais para mostrar os casos que s6 podem ser resolvidos através de logaritmos. Por
isso, pode ser interessante ensinar logaritmos juntamente com os métodos de resolucao de
equagOes exponenciais, para que nao seja necessario ensinar o método mais simples (bases
iguais) e depois ter que revisitar o assunto. Mas é algo que, se for feito, exigiria bastante
cautela por parte do docente, visto que o aluno pode acabar misturando os conceitos. O
mais importante ¢ que os conceitos sejam abordados sequencialmente, ou seja, que nao
haja um tempo muito grande entre a aprendizagem de métodos de resolucao de equacoes

exponenciais e logaritmos.

No geral, os professores responderam que apenas usam logaritmos para resolver
equagoes exponenciais depois que os alunos ja sabem como utiliza-los, isto é, eles nao

antecipam o assunto de logaritmos na primeira vez que abordam as equagodes exponenciais.

11) Se um aluno perguntasse como resolver a equagao 2 = 3%, o que vocé

responderia?

Alguns professores responderam que usariam graficos para mostrar que o tnico
ponto que satisfaz a equacao é x = 0. Todavia, alguns deram uma resposta bem mais

convincente ao aluno, que é mostrada a seguir:

Podemos dividir por 3° ambos os lados da equagdo, pois 3° € diferente de zero para

qualquer x. Logo, teremos:

12) Vocé apresenta a funcao exponencial natural f(z) = e” em suas turmas de

Ensino Médio? Qual é sua opiniao a respeito?

A maioria dos professores nao apresenta essa funcao em sala de aula, seja devido ao
tempo escasso para ministrar a matéria, seja pelo fato de ndo achar necessario introduzir
tal assunto no Ensino Médio. Um deles citou que nao vé vantagens em apresentar, a nao

ser que ele possa dar um sentido pratico.
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Alguns professores citam a fungao exponencial natural rapidamente em sala de
aula, mas nao aprofundam o assunto pela falta de tempo. Um deles diz que mostra aos
alunos que as propriedades sdo as mesmas e seu objetivo é que, no futuro, eles nao se
assustem quando precisarem usar a base e. Um professor citou que s6 exibe essa funcao

para turmas destinadas aos vestibulares para Ciéncias Exatas.

13) Vocé ja abordou em sala de aula a representacdo de Euler para niimeros
complexos (¢ = cosx + isinz)?

A maioria dos professores nao aborda a representacao de Euler em sala. Um deles
apresenta aos alunos esta representagao quando explora o conteido de niimeros complexos.
Um professor citou que sé exibe essa funcao para turmas destinadas a concursos de

admissao a escolas militares. Outro apenas aborda o assunto como curiosidade.

Os dois grandes objetivos da aplicacdo desse questionario aos professores de Mate-
matica foram alcancados. Primeiramente, considerando que este foi aplicado antes de se
iniciar a escrita do trabalho, as respostas serviram como um pontapé inicial, fornecendo
uma visao detalhada sobre o ensino de fung¢oes exponenciais. Houve respostas bastante
interessantes e surpreendentes, como por exemplo a forma como os professores explicam
os valores possiveis para a base da fungao exponencial (pergunta n° 2), a variedade de
aplicagoes praticas que eles exibem para os alunos (pergunta n° 3), a explicagdo matematica
dos casos de potenciagao abordados na pergunta n°® 6, dentre outras. Nas respostas da
pergunta n° 8 podemos perceber que alguns professores sao simpaticos a idéia apresentada
de inverter a ordem dos conteuidos apresentados (fungdes exponenciais antes de equagoes

exponenciais).

Além disso, observou-se que as perguntas levaram os docentes a refletirem sobre
a forma como eles ensinam o contetido em sala de aula, e esse também era um objetivo
do questionario. Apenas com a reflexao continua sobre as metodologias de ensino sera
possivel detectar as oportunidades de melhoria, e é isso que nosso trabalho almeja no fim
das contas: dar sua pequena parcela de contribui¢cao com o aperfeicoamento do ensino de

Matematica nas escolas do Brasil.
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4 Proposta de Sequéncia Didatica e Conclu-

soes

A proposta deste capitulo, conforme ja exposto na introducao, é a de apresentar
uma sequéncia didatica de ensino de fungdes exponenciais, baseando-se em modelos
consagrados e curiosidades que usam modelos exponenciais, mantendo o rigor matematico
necessario. Tomando como base a necessidade da contextualiza¢ao no ensino de Matematica,
o embasamento tedrico de fungdes exponenciais e a resposta dos professores ao questionario
elaborado, todos ja expostos aqui neste trabalho, escrevemos um roteiro detalhado de

quatro aulas que poderao aperfeicoar o ensino de fungoes exponenciais em sala.

Vale ressaltar que as aulas foram elaboradas tendo em vista uma exposi¢cao completa
do conteido a alunos do Ensino Médio. Cada aula foi planejada para 2 tempos de 50
minutos para exposi¢cao da teoria, e mais um tempo de 50 minutos para aplicacao de
exercicios. E claro que, dependendo do nivel e do objetivo da turma para a qual se esta
lecionando, algumas alteragoes adequadas podem ser feitas. Se for uma turma focada em
preparagao para o ENEM e vestibulares, por exemplo, algumas revisitagoes de conceitos
bésicos (como as presentes na primeira aula) podem ser suprimidas, pressupondo que os
alunos ja possuem uma melhor base matematica. Nesse caso, o nivel dos exercicios também
pode ser mais elevado. Se for uma turma de educagao de jovens e adultos, é possivel que
seja necessario relembrar alguns conceitos do Ensino Fundamental, devido ao tempo que
os discentes ficaram sem contato com a Matematica. Nossa intengdo nao é apresentar uma
sequéncia fixa de aulas, mas sim um ponto de partida com sugestoes interessantes para o

ensino de fungoes exponenciais nas escolas brasileiras.

4.1 Aula 1 - Compreendendo a operacao de potenciacao

Antes de o professor introduzir em sala de aula o assunto sobre func¢oes exponenciais,
é necessario assegurar que seus alunos compreendam o que é de fato exponenciacao. Afinal,
sabe-se que, infelizmente, muitos alunos chegam ao Ensino Médio com deficiéncias nas
4 operacgoes basicas, entao é de se esperar que muitos deles ndo dominem a operacao de
potenciagdo (ou exponenciagao). E valido, portanto, investir o tempo de uma aula apenas

para relembrar (ou ensinar) esses conceitos aos alunos.
Um roteiro adequado para esta aula serd apresentado a seguir:

1) O conceito de potenciagao: O professor deve comegar a aula explicando de
maneira bem didatica o conceito de potenciacao, levando os alunos a pensarem inicialmente

em expoentes naturais e bases naturais. A idéia é que o discente compreenda o que é base
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e expoente, e que a poténcia é igual a base multiplicada por ela mesmo um niimero de

vezes igual ao expoente.

2) Bases inteiras e expoentes naturais: O docente deve agora relembrar que
a base também pode ser um niimero inteiro negativo e que a regra ¢ a mesma usada nos
exercicios anteriores. O que os alunos devem perceber e compreender é que um niimero
negativo elevado a uma poténcia impar da resultado negativo, e se elevado a uma poténcia
par o resultado é positivo. Nesse ponto podera ser necessario que o professor relembre os

conceitos de multiplicagao onde pelo menos um dos fatores é um ntimero negativo.

3) Multiplicagao e divisao de poténcias: Nesse passo da aula, o professor
deve introduzir o conceito de multiplicacio e divisdo de poténcias com a mesma base. E
importante que o aluno compreenda o motivo de se somar os expoentes na multiplicacao e
de subtrai-los na divisao. Principalmente na divisao, o aluno deve se habituar a idéia de
cortar fatores comuns no numerador e denominador (muitos deles possuem dificuldade
com essa técnica bem simples e 1til), para que ele entenda o motivo da subtragao dos
expoentes. O docente também deve relembrar aqui o conceito de poténcia de poténcia, e
explicar o motivo de se multiplicar os expoentes. Essas explicagoes estao na subsecgao
2.1.1 deste trabalho.

4) Expoentes nao-positivos: Aproveitando o conceito de divisao de poténcias
com a mesma base, deve ser introduzido e compreendido pelos alunos o conceito de
expoentes negativos e expoente zero, de acordo com a subsegao 2.1.1 e a pergunta n° 6

do questiondrio do capitulo 3. Para explicar que a” = 1, para todo a # 0, basta fazer

—_ a / 7’ . 7/
a® =a" k= — =1, onde k é um expoente qualquer. Ja no caso do inverso de um nimero,
a
0

. _ a 1 . .
basta explicar que a ¥ = — = —. Quando k = 1, temos um conceito particular, que
ak k
iy
é o inverso de um nimero: ¢ ! = — = —. Dessa forma, o aluno ird entender, e nao
a

simplesmente decorar, como calcular poténcia com expoente negativo ou igual a zero.

5) Bases e expoentes racionais Até agora se trabalhou com bases inteiras e
expoentes inteiros. Nesse ponto o professor deve introduzir o conceito de bases e expoentes
racionais. Primeiro, deve se lembrar que um niimero racional ¢ é todo aquele que pode ser

) a , . k a, a
escrito da forma ¢ = 7 a,b € Z. Quando a base ¢ racional, temos que ¢" = (5) =

Uma demonstragao menos formal porém bem pratica para os alunos seria utilizar um

exemplo de um niimero racional representado em fragao elevado a um expoente natural.

Quando o expoente é racional, a demonstragao esta exposta na secao 2.1.1 deste
trabalho. O docente deve ter bastante cautela ao explicar esse ponto da matéria aos seus
alunos visto que nao é nem um pouco intuitivo aceitar que am'm = Jam. E interessante
o professor mostrar para os alunos que essa regra vale para qualquer niimero racional,

incluindo os naturais e os inteiros, ou seja, nos casos em que m é multiplo de n. Nesse
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ponto, o aluno deve compreender que todas os conceitos expostos até aqui, como o da
multiplicacao e divisao de poténcias e o de expoentes negativos também sao igualmente

aplicados quando a base e o expoente forem racionais nao-inteiros.

6) Bases e expoentes reais: Todas as propriedades de exponenciagiao expostas
até agora também serao validas para bases e expoentes irracionais, ou seja, aqueles que nao

a
podem ser escritos da forma ¢ = " a,b € Z. Em sala de aula um aluno pode interrogar

o professor sobre como calcular, por exemplo, 2V2. A grande dificuldade nesse ponto é
explicar ao aluno que nao existe uma maneira de calcular uma poténcia com um expoente
irracional, mas mesmo assim essa poténcia representa um nimero real. O professor nesse
caso pode pedir ao aluno que ele aproxime o valor de v/2 por falta e excesso até a terceira
casa decimal para verificar que o valor de 2V2 converge e, logo em seguida, explicar ao aluno
como definimos a funcao exponencial para ntimeros irracionais dessa maneira, conforme
exposto na segao 2.1.2 deste trabalho e abordado na pergunta n° 1 do questionario do

capitulo 3.

4.2 Aula 2 - Introducao a funcao exponencial e resolucao de equa-
coes e inequacoes exponenciais

Apoés a primeira aula, se espera que o aluno tenha a nogao completa da operagao
de exponenciagao. Sem essa nocao ele nao tera uma boa compreensao do que representa
a funcao exponencial. Antes de o professor introduzir o conceito de fungao exponencial,
recomenda-se que ele relembre com os alunos a teoria de funcao. O discente deve estar bem
confortavel com os conceitos de dominio, contradominio, imagem, bem como de fungao

injetiva, sobrejetiva, continua e outros. Um roteiro basico para esta aula é:

1) Definir matematicamente a fungao exponencial: O professor deve escrever
a definicdo matematica para que os alunos se acostumem com a notagdo matematica
(f : R — R*, sendo f(z) = a*, a > 0, a # 1). Nesse ponto, o professor deve explicar
aos alunos a restricdo nos valores da base a. As diretrizes para essa explicagdo estao na
pergunta n° 2 do questionario do capitulo 3. Deve-se destacar também que o dominio da
funcao exponencial é o conjunto dos niimeros reais e o contradominio é o conjunto dos
numeros reais positivos. A explicacdo do dominio passa pela explicacdo de que poténcias
de expoentes irracionais, embora nao possam ser calculadas com exatidao, representam
um numero irracional, conforme a aula anterior. A explicacdo do contradominio é a
demonstracao de que f(z) > 0, para qualquer x do dominio, e estd exposta na segao
2.1.2.

2) Analisar as propriedades da fungdo exponencial: Ha algumas caracteris-

ticas da fungao exponencial que a tornam tnica, e os alunos precisam desenvolver essa
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sensibilidade quanto a esse tipo de funcao. Primeiramente, ela sempre assume valores
positivos, que ja esta explicito na definicao desta funcao. Outro fato interessante é que o

ponto (0,1) pertencera ao grafico de qualquer funcio exponencial, pois a” = 1 para todo a.

Faz-se necessario também analisar a monotonicidade da fun¢do exponencial. O
professor deverd explicar aos alunos por que ela é sempre crescente (para a > 1) ou sempre
decrescente (para 0 < a < 1) ao longo de todo o seu dominio. Com isso, ele podera também
justificar o fato de a funcao exponencial ser injetiva. A sobrejetividade da funcao também
deve ser apresentada, bem como a bijetividade decorrente. Seu comportamento quando x
assume valores muito grandes em médulo também é bem interessante de ser abordado.
Vale ressaltar que para ilustrar essas propriedades é bem adequada a exibi¢ao de graficos
desta funcao, e comparacao destes com os graficos de outros tipos de fungao conhecidas,
como as lineares e quadraticas. Idéias interessantes sobre a analise em sala de aula das
propriedades estdo nas perguntas n° 4 e 5 do questionario do capitulo 3, e os conceitos

formais dessas propriedades estao expostos na seg¢ao 2.1.2.

3) Equagodes e inequagGes exponenciais: Essa abordagem de equagoes e ine-
quacoes exponenciais depois de apresentar a funcao exponencial é diferente da ordem
normalmente apresentada no Ensino Médio. A justificativa é a mesma apresentada na
pergunta n° 8 do questionario da se¢ao 3. Embora tenha dividido a opiniao dos professores,
resolvemos seguir esta indicagdo. Sao dois motivos bem relevantes que corroboram para
isso. O primeiro ¢é que, tendo nogao de que a fungao exponencial é injetiva, o aluno podera
entender por qual motivo podemos cancelar as bases e igualar os expoentes numa equagao
exponencial simples (em que as bases sao iguais), conforme é citado na pergunta n°® 9
do questionario. Através do préprio grafico da funcao, ele podera enxergar que o valor
que a funcao assume é diferente para cada elemento do dominio. O segundo motivo é
que, sabendo os valores da base para os quais a funcao é crescente e decrescente, o aluno
terda mais facilidade em compreender por que na resolugao de inequagoes exponenciais
simples (com bases iguais) o sinal de desigualdade se mantém (para bases maiores que 1)
ou é invertido (para bases entre 0 e 1). Dessa forma, o aluno nao se limitaré a decorar e
empregar métodos prontos de resolucao de equagoes, mas entendera o que esta por tras
desses métodos, que sao justamente as propriedades de fungdes exponenciais que ele viu

anteriormente.

Existem outros tipos de equagodes exponenciais, em que as bases nao sao iguais.
Primemiramente, ha os casos em que elas nao sao iguais, mas uma ¢é poténcia da outra. Por
exemplo, 3% = 81°. Esses casos devem ser passados como exercicio aos alunos para que eles
tenham uma visao mais ampla e possam exercitar os artificios matematicos para fazer com
que as bases fiquem iguais. Um outro caso interessante que pode servir para consolidar o
conceito para os alunos é o exposto na pergunta n° 11 do questionario. Ha também as

equagoes que s6 podem ser resolvidas por logaritmos (lembrando que logaritmo é a fungao
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inversa da fun¢do exponencial, conforme a se¢do 2.2). Se um aluno vier com a pergunta
de como resolver a equacao 3 = 5, o professor pode comentar rapidamente que existe
um conceito mateméatico que possibilitard aos alunos resolverem esse tipo de equacao.
Ele pode também propor de ensinar logaritmos juntamente com equagoes exponenciais,
mas conforme foi dito na pergunta n° 11 do questionario do capitulo 3, que trata desse
assunto, essa proposta exige bastante cautela do docente para que o aluno nao confunda

0s conceitos.

4.3 Aula 3 - Funcoes exponenciais - aprofundamento e aplicactes

Apo6s a aula anterior, é esperado que o aluno se sinta mais a vontade com o conceito
de fungoes exponenciais, ja compreendendo todas as suas caracteristicas peculiares. Neste
trabalho, estamos comprometidos nao apenas com uma proposta didatica de ensino desse
topico da Matemaética no Ensino Médio, mas também com a exceléncia. Acreditamos
que em sala de aula o professor pode ir além do que esta estabelecido no planejamento,
dependendo do grau de interesse da turma. Se os alunos querem ir além, por que trava-los?
O que foi visto até agora ja cumpre o conteido didatico do Ensino Médio. Essa aula
procurara aprofundar um pouco mais a parte tedrica desse assunto e apresentar aplicagoes
interessantes da func¢do exponencial que fazem intersecdo com outras disciplinas. Eis o

roteiro a seguir:

1) O problema antes da férmula: Inicialmente, o docente pode introduzir um
exemplo similar ao apresentado na secao 2.1 deste trabalho. O que o aluno precisa
compreender é que os problemas matematicos surgem antes da sua modelagem, e nao o
contrario. Existem situagoes em que se observa que uma funcao satisfaz sempre a seguinte
igualdade: f(tq +t2) = f(t1).f(t2). Qual seria a ’cara’ dessa fun¢ao? Ha também o caso da
aplicacao de capital a juros fixos que motivaram os matematicos a buscarem uma férmula
para c(t), sabendo que a sua variagdo relativa [c(t+h) —c(t)]/c(t) depende apenas de h mas
nao de t. Essas respostas vieram com o modelo de fun¢ao exponencial. Da mesma forma,
os matematicos propuseram a funcao linear, a funcao quadratica, a fungao trigonométrica.

Eles apenas queriam modelar situacoes que eles observavam.

2) Caracterizagao da fungao exponencial: Os teoremas de caracterizagao da
funcao exponencial e da funcao de tipo exponencial, apresentados na segao 2.1.3 deste
trabalho, fogem ao escopo do Ensino Médio, principalmente por suas demonstragoes
nao serem triviais. Contudo, é valido que o professor procure explicar aos alunos as
peculiaridades dessas funcoes descritas nesses teoremas e destaque que somente esse tipo
de funcao atende as caracteristicas do teorema. Isso provocara no aluno uma visdo mais
ampla da Matematica, como uma ferramenta para modelagem de situagoes reais, e nao

como uma ciéncia que inventa férmulas para serem aplicadas em problemas ficticios que
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nunca ocorrerao. O estudante compreendera, portanto, que a Matematica é uma ciéncia

viva e em evolugao, e que ele mesmo podera um dia propor a sua prépria modelagem.

3) Aplicagbes praticas: O professor devera também expor aos alunos nessa aula
as aplicagoes praticas de fungbes exponenciais, visto que agora ele sabe que elas é que
provocaram o ’surgimento’ desse tipo de funcao. Conforme as respostas a pergunta n°
3 do questionario do capitulo 3, felizmente hoje ha uma preocupac¢ao dos docentes em
abordar esse assunto em sala. A importancia de se contextualizar o ensino da Matematica
ja foi plenamente justificada através do capitulo 1 deste trabalho. Alguns exemplos
estao expostos na secao 2.3 deste trabalho e podem ser passados como exercicio aos
alunos. Uma aplicacao bastante interessante relaciona o contetido de fungoes exponenciais e
progressoes aritméticas e geométricas, descrita na secao 2.3.3 e mencionada na pergunta

n° 7 do questionario do capitulo 3.

O professor pode, por exemplo, propor que os alunos analisem a aplicacdo de um
valor inicial de capital (regida por uma fungao exponencial) e verifiquem numericamente se
os valores do capital em instantes ¢ diferentes formam uma progressao geométrica, desde
que esses instantes estejam em progressao aritmética. Claro que, nesse caso, deve-se decidir
com cautela se essa abordagem sera feita, pois nao serd muito eficaz caso os alunos ainda
nao tenham visto o contetido de progressoes. Caso eles ja tenham aprendido esse assunto,
¢ uma Otima oportunidade de interligar conceitos matematicos, fazendo com que os alunos

revisem um contetdo aprendendo outro ao mesmo tempo.

4.4 Aula 4 - Niamero ¢ e a funcao e

Finalizando a sequéncia didatica proposta no presente trabalho, abordaremos alguns
conceitos sobre o nimero e e a fung¢ao exponencial natural, isto é, aquela que possui como

base exatamente o magico nimero e.

E de extrema importancia deixar claro ao discente que esta funcio se comporta
exatamente da mesma forma que todas as outras fungoes exponenciais ja estudadas. O
numero e, apesar de ser irracional, como ja foi visto no trabalho, como base de uma funcao
exponencial aglutina as mesmas propriedades de uma exponencial que tem como base um
nimero natural, por exemplo. Percebe-se que, por vezes, a apari¢ao da fungao f(x) = e”
faz com que alunos tenham um bloqueio de raciocinio, achando que tal funcao é de dificil

compreensao e destinada a Matematica Superior.

Como sugestao de abordagem ao nosso leitor professor, orientamos que se comece
com um breve histérico do ntimero e, seguido de uma analogia com o irracional mais
famoso que conhecemos: 7, conforme apresentado no trabalho Fung¢ao exponencial
natural e* e o nimero e: uma proposta de abordagem através de aplicagoes

cotidianas e curiosidades, do colega Mario César Martins de Lima. Explicar a
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Matematica através da Historia da Matematica é uma excelente alternativa para despertar
o interesse do aluno. Assim, é importante abordar o surgimento do niimero e, ressaltando
um problema de ordem financeira da capitalizagao composta, conforme ja abordado no
trabalho. Deixamos o embasamento tedrico nos capitulos anteriores com a exata intencao de
permitir ao professor que use-o de forma ilimitada. Ainda, julgamos interessante convencer
o aluno de que o ntimero e ¢ irracional, o que é um passo importante para a compreensao

do comportamento da funcio exponencial natural.

Feita a introdugao com um pouco da histéria do niimero e, pode-se passar ao estudo
da fungao exponencial natural propriamente dita, f(x) = e®. Neste ponto de conhecimento
do aluno, é bem provavel que muitos se perguntem: por que estudar, especialmente, este tipo
de func¢ao exponencial? Por que ela tem essa importancia tamanha, a ponto de ter uma aula
inteira dedicada ao seu estudo? Os docentes devem estar preparados para responder a este
tipo de questionamento. Assim, uma boa resposta é mostrar que todas as outras fungoes
exponenciais ja estudadas podem ser colocadas, através de artificios matematicos, na

mesma base e. Assim, f(x) = 2% pode ser reescrita como, aproximadamente, f(x) = %69,

Outra resposta que deve ser abordada é que esta fungdo possui inimeras aplicagoes
em fenomenos do nosso cotidiano por possuir uma caracteristica importante: a sua taxa de
crescimento (o que pode ser abordado como gradiente, para que nao se introduza a nogao
de derivada) é exatamente igual a sua ordenada ou imagem na fungdo. Numa primeira
analise pode nao parecer fantastico, mas através dos graficos das func¢oes exponenciais,
é possivel passar ao aluno a importancia do seu estudo. Desta forma, recomendamos
também, fortemente, o uso de graficos nesta parte das aulas, principalmente para mostrar
a continuidade das fung¢oes, mesmo com bases irracionais. Ainda, registra-se que a curva
que tem como gradiente e altura sempre iguais é conhecida como curva perfeita ou
y = (2,7182818284...)", ou ainda, y = €”.

Por fim, apés o estudo puro da func¢do, recomenda-se, mais uma vez, mostrar
aplicacoes desta funcao especifica, o que deixamos a critério do nosso leitor, ja que ha um
vasto leque de casos praticos, inclusive com alguns esmiugados no trabalho ja citado do
colega Mario César Martins de Lima. Como sugestao, aplicagoes financeiras sempre
sao interessantes e possuem um carater educativo e pouco ensinado nos bancos escolares.
Vale ressaltar que o assunto dessa aula foi abordado nas perguntas n® 12 e 13 do questionario

do capitulo 3.

A partir da aplicacao desta sequéncia didatica, espera-se que o aluno obtenha um
conhecimento sélido do assunto de fungoes exponenciais. Com as aulas 1 e 2, o aluno ja
tera aprendido o que se espera para um aluno de Ensino Médio. A aula 1 revisa conceitos
importantes para o assunto e a aula 2 introduz o conceito da fun¢ao exponencial e depois
ensina o aluno a resolver equacoes e inequagoes exponenciais, o que é uma proposta

diferente do comum nas escolas. Nesse caso, cabera uma avaliacdo pelo docente se essa



Capitulo 4. Proposta de Sequéncia Diddtica e Conclusées 61

proposta teve ou nao um efeito positivo. A aula 3 procura contextualizar o assunto,
mostrando aplicagoes praticas, e aprofundar a teoria, com o teorema de caracterizagao
das fungbdes exponenciais, o que podera despertar um maior interesse dos alunos pela
Matematica ao perceberem como surge um conceito matematico, através de demandas
de situacoes cotidianas que precisam ser explicadas de modo convincente. A aula 4 é
praticamente uma intersecao da Matematica do Ensino Médio com a Matemaética do
Ensino Superior, e pode servir para agucar ainda mais a curosidade dos alunos e identificar

aqueles que desde o Ensino Bésico ja demonstram aptidao para a area.

Como ja foi citado no inicio do capitulo, caberda ao docente saber se e como vai
aplicar cada uma dessas aulas. Ha contextos em que apenas as aulas 1 e 2 sdo aplicaveis e
outros em que as aulas 3 e 4 podem ser perfeitamente utilizadas. Reitera-se que a intencao
aqui é apenas dar um direcionamento para o ensino de fungoes exponenciais com um

comprometimento com a exceléncia, que deve ser sempre priorizada.
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Consideracoes Finais

Procurou-se com este trabalho, sob um enfoque mais amplo, mostrar que o ensino
através de uma perspectiva aplicada pode obter melhores resultados quanto ao processo
de ensino-aprendizagem do aluno. Através de uma minuciosa revisao de literatura, tentou-
se corroborar o que foi defendido ao longo desta jornada. Os Parametros Curriculares
Nacionais foram os norteadores deste estudo, confirmando que ja had um preocupacao antiga
em se ensinar Matemaética de forma mais natural e aplicada, sem abandonar o formalismo
necessario a ciéncia. Varias outras obras foram lidas e citadas, sempre procurando confirmar

a tese defendida na introducao apresentada.

Restringindo um pouco mais o espectro, almejou-se deixar claro que o ensino de
fungdes exponenciais sob uma 6tica modelada, com algumas sugestoes cronoldgicas de
abordagens de contetuidos, pode tornar a compreensao mais efetiva e despertar o interesse e
o gosto do discente pela matéria, realcando a sua importancia no mundo onde esté inserido.
Ainda, ressalta-se que os modelos exponenciais foram escolhidos por possuirem relativo

destaque na aplicabilidade no cotidiano social e em varias areas afins.

Através de capitulos pedagodgicos e matematicos, se é que pode-se assim dividir, a
construcao logica da teoria permitiu que fosse montado um roteiro que permita ao leitor
professor se preparar em 6timas condicdes para ministrar aulas sobre o assunto tratado. E
claro que nao ha a pretensao em se mudar estilos ou impor métodos e formas de ensino,
mas sim contribuir, de forma impactante e significativa com a melhoria da educagao
das nossas escolas. Pretendeu-se trazer pontos que nao sao abordados com clareza nas
obras publicadas. E importante destacar que muitos desses pontos foram sugestoes de
colegas docentes que, por meio de uma pesquisa/questionario distribuida, apresentaram
pareceres e sugestoes extremamente valiosas para o andamento deste estudo. Desta forma,
o trabalho é dedicado aos professores do Ensino Médio e alunos dos cursos de Licenciatura
em Matematica que, em algum momento de suas trajetorias profissionais, se depararao

com o desafio de ensinar conteidos relativos aos conceitos exponenciais.

Em especial atencao as aplicagoes, ha uma secao de um capitulo intitulada Aplicacoes
e Curiosidades, trazendo exemplos corriqueiros e elaborados para o estudo da matéria
em voga. Sempre agindo sob uma égide de inovacao, paradigmas pouco conhecidos foram
trazidos ao leitor, tudo com o intuito de despertar sempre o interesse do aluno, fazendo
com que tome gosto pelos estudos das areas matematicas, quebrando assim mitos e
mentiras sobre a disciplina. Deixando como exemplo de inovacao, a abertura de paraquedas
modelada por uma funcao tipo exponencial natural, permitindo concluir que o saltador

sempre chegard com uma velocidade de pouso compativel, impedindo acidentes.
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Coroando e corroborando a hipotese defendida, planejou-se uma sequéncia simples
de quatro aulas, abordando os principais pontos dos assuntos estudados. Lembrando,
novamente, que a vontade expressada nao é de revolugao em forma de ensino, mas sim
de contribuicao significativa. No planejamento, constatou-se que muito poderia ser feito
diferente do que se pratica hoje na maior parte das escolas frequentadas. Assim, as aulas
estao sob um enfoque diferente, com alteragoes na ordem dos contetidos ensinados. Como
exemplo, na sequéncia proposta, o ensino de fungoes exponencias nao é precedido do ensino
de equacoes exponenciais. Com isso, evitamos a mecanizacao do ensino, fazendo com que
o aluno nao seja um mero reprodutor de artificios matematicos, sem entender o que de

fato estd fazendo.

Por fim, através da andlise dos questionarios, pode-se dizer que é necessario quebrar
a estrutura rigida que se instalou nas escolas, no que diz respeito ao ensino da Matemética:
muitos docentes, por diversos aspectos, nao aperfeicoam os métodos de abordagem dos
conteudos. Seja por medo ou comodismo, seja por falta de tempo para aperfeicoamento
ou pouco incentivo por parte do préprio sistema escolar, é claro e notorio que ha uma
resisténcia muito grande em fazer algo diferente: as avaliagoes sdo sempre unilaterais, onde
o fracasso do ensino é quase sempre atribuido ao discente; o tradicionalismo de ensino,
com o docente expositor e aluno apenas ouvinte e nao participante do processo de ensino;
e a mitificacado do ensino de Matematica como a detentora do posto de disciplina mais
dificil da vida escolar sao alguns exemplos de paradigmas que necessitam ser quebrados

para a evolucao da educagao no pais.

Desta feita, espera-se que o trabalho possa servir como estopim para o estudo com
este viés modelador, inclusivo e inovador em outras areas, tanto da Matematica, como
em outras disciplinas, se assim se encaixar. Caso se consiga algo nesta direcdo, pode-se
dizer que o esfor¢o foi valido. Ainda, registra-se que o trabalho nao é fechado e esta
sempre sujeito a corregoes e aperfeicoamentos por parte do leitor. Com isso, o objetivo de
contribuir para a melhoria do ensino sera atingido em sua plenitude, na mais breve lacuna

de tempo.
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APENDICE A - Questionario distribuido aos

professores de Matematica do Ensino Médio



N7
e

Universidade Federal do Estado do Rio de Janeiro
Centro de Ciéncias Exatas e Tecnologia

Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT

Motivagao

Prezados companheiros professores de matematica, somos Igor Nascimento e Mario
Lima. Estamos cursando o ultimo periodo do Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional (PROFMAT) na UNIRIO. Decidimos abordar em nossa dissertagdo o ensino e
aplicagdo de fungdes exponenciais no Ensino Médio. Com o intuito de direcionar o nosso
trabalho, elaboramos um questionario aos docentes de Matematica buscando compreender
melhor como ¢ o ensino desse topico nas escolas.

Portanto, gostariamos de contar com a colaboracdo de vocés no preenchimento deste
questionario. Essa ajuda serd de muita valia para o nosso trabalho que ora se inicia. Desde ja, o
nosso muito obrigado.

Questionario: Fung 6 es exponenciais

1) A fun¢do exponencial tem como dominio o conjunto dos nlimeros reais. E intuitivo para
o aluno que um expoente pode ser um niimero natural, inteiro e racional. Mas e se um
aluno lhe perguntar o sentido da expressao: 2V2 9 Como vocé explica ao aluno que os
nimeros irracionais também fazem parte do dominio da fun¢do exponencial?

2) De que forma vocé define e explica os valores possiveis para a base “a” de uma fungdo
f(x)=a*?



3) Vocé apresenta em sala possiveis aplicacdes para fungdes exponenciais? Caso positivo,
cite alguns exemplos.

4) Vocé costuma comparar em sala as taxas de variagdo da fungdo exponencial com as
fungdes de primeiro e segundo grau?

5) Vocé explora com seus alunos o comportamento da fungdo exponencial no +o ?

6) Como vocé explica para seus alunos que um numero elevado a 0 € igual a 1? E como
explica que para obter o resultado de um ntimero elevado a -1 basta escrevé-lo como
fracdo e inverter o numerador com seu denominador?

7) Vocé ja demonstrou aos seus alunos que uma funcdo exponencial pode levar uma
sequéncia em PA numa sequéncia em PG? Qual foi a reacdo dos alunos? Ajudou no
entendimento do assunto de PA e PG?



8) Na maioria dos materiais didaticos (possivelmente todos), o ensino de equacdo
exponencial é anterior ao de fungdo exponencial. Qual ¢ a sua opinido a respeito? Por

qué? Haveria vantagens em trocar a ordem com que esses assuntos sdo abordados? Se
sim, quais?

9) Durante a sua aula sobre equagéo exponencial vocé resolve a equagdo 2% =8
escrevendo 8 = 23, cortando as bases comuns e obtendo x=3. Um aluno pergunta

porque ¢ possivel cortar a base. O que vocé responde? Vocé saberia justificar
formalmente esse'"corte"?

10) Vocé costuma utilizar logaritmos para resolver equagdes exponenciais?

11) Se um aluno perguntasse como resolver a equagao 2* = 3*, o0 que vocé responderia?

12) Vocé apresenta a fungdo exponencial natural, f(x)= e*, em suas turmas de Ensino
M¢édio? Qual ¢ sua opinido a respeito?

13) Vocé ja abordou em sala de aula a representacdo de Euler para nimeros complexos
(e™ =cos x +i.sen x) ?
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APENDICE B - Tabulacdo, por pergunta,

das respostas obtidas do questionario

distribuido aos professores de Matematica do

Ensino Médio



N7

UNIRIO

Universidade Federal do Estado do Rio de Janeiro
Centro de Ciéncias Exatas e Tecnologia

Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT

Motivagao

Prezados companheiros professores de matematica, somos Igor e Mario. Estamos
cursando o ultimo periodo do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
(PROFMAT) na Unirio. Decidimos abordar em nossa dissertacdo o ensino e aplicacdo de
fungdes exponenciais no Ensino Médio. Com o intuito de direcionar o nosso trabalho,
elaboramos um questionario aos docentes de Matematica buscando compreender melhor como ¢
o0 ensino desse topico nas escolas.

Portanto, gostariamos de contar com a colaboracdo de vocés no preenchimento deste
questionario. Essa ajuda sera de muita valia para o nosso trabalho que ora se inicia. Desde ja, o
nosso muito obrigado.

Questionario: Fung 6 es exponenciais

1) A fun¢do exponencial tem como dominio o conjunto dos niimeros reais. E intuitivo para
o aluno que um expoente pode ser um niimero natural, inteiro e racional. Mas e se um

aluno lhe perguntar o sentido da expressao: 2V2 9 Como vocé explica ao aluno que os
nimeros irracionais também fazem parte do dominio da fun¢do exponencial?

Mostraria que trabalhando com uma aproximagio racional de V2 obteriamos uma aproximagao
de 2"\2 assim podemos obter um resultado tdo preciso quanto necessario.

Primeiro daria uma noc¢do dos niimeros reais, abordando de uma forma genérica os nimeros
irracionais. Ha varias formas de se definir os irracionais:

- a defini¢do formal, como o limite de uma sequencia de racionais;

- ou uma defini¢do mais paupavel pro aluno do ensino médio: nimeros que ndo apresentam fim
depois da virgula.

Por isso, acho muito interessante vocé abordar os nimeros reais primeiro.

Para justificar os numeros irracionais, incluindo os transcendentes (ex e, pi ..) usaria tabelas
com expoentes fracionarios até chegar a um "limite". Posteriormente usaria o raiz de 2 na
forma de expoente também ao explicar as propriedades.




Pela densidade dos irracionais nos reais. Utilizo a geometria, em particular a diagonal do
quadrado de lado 1.

Acredito ser intuitivo para o aluno o fato dos niimeros naturais, inteiros e racionais poderem ser
colocados no expoente de um outro numero pelo fato de esses conjuntos representarem os
ntmeros do nosso cotidiano. Ao apresentar para o aluno que a fung¢do exponencial esta definida
no dominio dos reais e € continua, apresento a ele o fato de que o conjunto dos reais €
composto tanto por nimeros racionais como por numeros irracionais. Isso nos leva a apontar
que expoentes com nimeros irracionais, apesar de menos usuais, sao possiveis.

O sentido da expressdo ¢ ver isto como a area sob a curva 2”x desde do ponto zero ao ponto
2°(1/2). Partindo disso, é facil mostrar que essa area pode crescer de forma continua, sendo
assim, essa continuidade inseriria naturalmente os niimeros irracionais entre os racionais.

A melhor explicacdo seria grafica, ou seja, sendo a fungdo exponencial continua nos reais, ela
assume um valor bem definido para x=\2.

Antes de tudo, a melhor resposta sempre depende do aluno. Nao digo que seja intuitivo para a
maioria de meus alunos! Nem mesmo o caso dos niimeros naturais. Depende muito de como
ele fez o Ensino Fundamental dele.

De qualquer forma ¢ uma pergunta sempre pertinente. Via de regra os bons alunos fazem esse
tipo de pergunta. A maioria ndo se interessa e simplesmente ndo se questiona esse fato.

Se ele ¢ de ensino médio, € preciso garantir que ele entendeu os seguintes passos:

1) Tento deixar claro para o aluno que qualquer poténcia b, natural de 2, possui um inteiro a tal
que 2"a=b.

2) Quando ele entende isso bem, eu explico que isso pode ser extendido para os inteiros,
fazendo-se 1/2"a=b.

3) Entao eu verifico se o aluno sabe o que é uma raiz enésima.

4) Feito isso o aluno vai conseguir conceber um expoente racional.

5) A partir dai eu tento esbocar um gréfico da funcdo na reta real. Mas eu s6 posso fazer isso se
conhecer os valores dos nimeros reais. Tragando o esbogo do grafico apenas para os racionais,

vemos que os iracionais podem ser encontrados no esbogo.

6) Entdo eu digo que qualquer nimero real positivo pode ser expresso como uma poténcia de
dois. Em alguns casos, "fatalmente", o expoente tera que ser irracional

Usaria o conceito de limite.
Apresentaria as sequencias 2”( sqrt(2) - 1/n ) e 2~ ( sqrt(2) +1/n),aplicaria o limite para as
duas, com n ->00 e mostraria que as duas convergem para o mesmo valor.

Usaria também o software Geogebra para mostrar o comportamento da funcdo f(x) = 2"x e
mostrar visualmente o que fiz quando apliquei o conceito de limite.

O calculo de 2”sqrt(2) pode ser explicado através de aproximagdes por valores menores e
maiores que sqrt(2).

Usando uma calculadora, uso expoentes proximos de V2 para mostrar a convergéncia do




resultado

Através do grafico, mostrando que ndo ha intervalos abertos na construgdo dessa fungdo

Nao saberia explicar, pois nunca ensinei poténcia com expoente irracional

A partir do grafico

E uma expressio onde o resultado pode ser aproximado pois V2 é um nimero irracional, ou
seja, mostraria que 21,4 < 22 < 271,5 ou 271,41 < 24/2 < 271,42 e assim sucessivamente,
ou seja, todo numero irracional pode ser aproximado por nimeros racionais pois entre dois
nimeros racionais existe um numero irracional

Dando uma idéia de como caracterizar, tomando aproximagdes racionais do nimero irracional
V2 (1; 1,4; 1,41; 1,414; obtendo assim a poténcia a”x, com ‘X’ irracional e ‘a’ real positivo

2) De que forma voceé define e explica os valores possiveis para a base “a” de uma fungao
f(x)=a*?

Como podemos incluir valores racionais em X e utilizando as propriedades para transformar
a’x em uma raiz concluiriamos que a ndo pode ser negativo para todos os valores de X uma
vez que ndo ndo temos raiz de nimeros negativos nos reais.

Supondo que X ¢ irracional para algumas aproximagdes "a" poderia ser negativo e por outras
ndo, como as aproximacdes sdo uma ferramenta para encontrar o valor na precisdo necessaria
seria bom que todas fossem validas assim simplesmente definiria como ndo existindo a"x com
X irracional e a<0

Iria com ajuda dos alunos perguntando quais valores achariam possiveis para a.

No fim chegaria o a conclusdo que apenas valores negativos, o zero e o 1 ndo fariam sentido.
Numero negativo daria exemplo de 2*(-1/2). Chegando nos niimeros imaginarios.

0 e 1 chegaria a conclusdo que ndo poderia ser considerado uma fungao.

Utilizo como referéncia os valores abaixo e acima de 1 para ilustrar o comportamento crescente
e decrescente. Utilizo esse recurso para falar sobre o que € uma assintota de modo superficial.

Ao apresentar os valores possiveis da base 'a' na funcdo exponencial, relembro onde a funcdo
exponencial estd definida, para que valores de 'a' a funcdo estd definida. Uma vez sabendo que
esta funcdo guarda uma relacdo muito préoxima com a fungdo logaritmica (inversa) desenvolvo
os casos particulares de 'a": o porque de ndo poder assumir o valor 1, o porque de ndo assumir
valores negativos, o porque de ndo assumir o valor 0, o comportamento da fun¢do quando 'a'
esta no intervalo de 0 a 1 e o comportamento da fun¢do quando 'a' ¢ maior do que 1.

tem que ser maior que zero.
Se for zero a fung¢do se torna a fun¢do constante.
Se for negativo a funcdo torna-se infinitamente descontinua.

Talvez a melhor maneira seja levar o aluno a refletir sobre os valores de "a" que tornam f(x)
"bem comportada" (Continua, crescente/decrescente).

Primeiro eu mostro que 1 elevado a qualquer coisa ¢ 1. O contradominio de 1”x ¢ {1}. Nao ¢
injetora, ndo possui inversa. Entdo eu falo que o 1 ndo fornece nada pratico.

Depois eu discuto sobre o fato da multiplicagdo de numeros negativos por negativos ser
positiva. As poténcias pares de nimeros negativos sdo positivas e as poténcias impares sdo

negativas. Isso ndo ¢ interessante.

Entdo eu questiono: E se um numero negativo for elevado a uma fra¢do ndo inteira e negativa.




Nao parece fazer sentido com os nimeros que temos.

Para evitar todos esses casos estranhos, define-se o a da forma mais abrangente possivel,
escolhendo apenas os numeros positivos e retirando o um, para que talvez seja possivel definir
uma inversa depois.

Seja um numero real a, a > 0 e a diferente de 1. Definimos fungdo exponencial de base a a
fun¢do f de R em R que associa a cada x real o nimero real a”x.
Simbolicamente:
f:R >R
X ->a’x
Observagdes:
Para a = 1, ndo teriamos uma fun¢do exponencial, pois 1°x é sempre 1 para qualquer x real.(a
func¢do seria uma funcdo constante)

Para a<0 teriamos valores da imagem da fung@o que nio estariam dentro do contradominio .
Exemplo:a=-7ex=1/2 f£(1/2)=(-7)"1/2 (ndo pertence a R.)

Para a = 0 terilamos um elemento do dominio que ndo apresentaria imagem , pois 0"0 ¢
indeterminado.

Assim, devemos ter a>0 e a diferente de 1.

a>0 pois se atribuirmos valores negativos para a, a funcdo nao ficaria definida em casos como
a’(1/n) quando a<0 e n par j& que teriamos uma raiz de indice par com argumento negativo

3) Vocé apresenta em sala possiveis aplicacdes para fungdes exponenciais? Caso positivo,
cite alguns exemplos.

sim, mostro que elas representam uma progressdo geométrica € juros compostos em
matematica financeira, contetidos os quais possuem diversas aplicagdes na literatura

1. Ruido gaussiano branco, através da funcio exponencial de Gauss

2. Probabilidade, através da Distribuicdo de Poisson (aplicacdes em teoria das filas: filas de
banco, filas de buffer de um roteador, filas de paginacdo de um sistema operacional...)

3. Na fisica, mostraria as curvas PV~(alpha) do gés ideal.

4. Na quimica hd também, mas ndo lembro...

Sim. Juros compostos € o principal exemplo.

Sim. Crescimento populacional e matematica financeira.

Normalmente ja contextualizadas em questdes praticas. Sdo exemplos: proliferagdo bacteriana
e decaimento radioativo.

decaimento radiotivis.

E fundamental a apresentagdo de aplicacdes praticas, tais como
juros compostos ou taxa de crescimento/decrescimento populacional, etc

Sim, sempre ¢ bom mostrar exemplos.

Costumo falar de crescimento de populacdes na auséncia de predadores naturais (como em
algumas bactérias).

Esse aqui também, da popula¢do mundial.
https://gailtheactuary.files.wordpress.com/2013/05/world-population-0-to-
2011.png?w=640&h=385




Se der tempo falo de poupanga também:

http://www.minhaseconomias.com.br/wp-content/uploads/2013/07/2013-07-31-

11.11.09.jpg?c6cd9e

Sim.

O sistema de juros compostos

A decomposic¢do de determinadas substancias.

O crescimento de determinados seres vivos microscopicos, como as bactérias.

Sim, decaimento radioativo e a escala Richter para intensidade de terremotos

4) Vocé costuma comparar em sala as taxas de variacdo da func¢do exponencial com as
fungdes de primeiro e segundo grau?

sim, incluo essa comparacdo grafica e numérica quando comparo juros simples com juros
compostos sobrepondo os gréficos de crescimento de cada um e associando também a PG e PA

Sim.

Eu sempre mostro a fun¢do do primeiro grau, do segundo grau e depois vou construindo as de
grau maior.

Dou uma ideia de como ela cresce mais ou menos, dependendo do expoente.

Sim.

Sempre. Principalmente com a fun¢do afim que € o ponto de partida do estudo das fungdes.

Dificilmente, sendo mais aplicdvel em problemas especificos envolvendo esse conhecimento.
Mas sdo raros.

A taxa de variac¢do da fun¢do exponencial ¢ muito maior.

Nao. Infelizmente, essa abordagem é mais comum em disciplinas de calculo, em cursos de
nivel superior

Depende da turma. Para Ensino Médio, s6 se for em uma turma de exatas. Para os outros,
costumo fazer isso brevemente.

Sim

Nio.

5) Vocé explora com seus alunos o comportamento da fungdo exponencial no +o ?

apenas se surgir o interesse, o conceito de infinito nem sempre ¢ compreendido pelos alunos ( e
pelos professores) explora-lo tem que ser feito com muita cautela para que a aula ndo vire uma
discussao filosofica sobre infinito e fuja do planejamento, mas se o professor dispuser de tempo
para isso é sempre interessante.




Sim. Na verdade, mostro pra eles que determinadas fungdes se comportam da forma que
queremos, isto €, atinge o valor que queremos através da continuidade.

E sempre bom o aluno ter nogdo de comportamento da fungdo, de variacdo, porque ai ele
entendera melhor o conceito de derivada.

Sim.

Muito pouco, acredito ndo ser objeto principal para o ensino médio.

Até hoje foi um assunto muito pouco explorado.

Na&o, ndo os exploro.

Sim. Isso é fundamental

Comento que em alguns casos da para dizer para onde caminha a fun¢do, como quando o
expoente ¢ positivo menor que 1. Falo das assintotas.

Sim.Usando o software Geogebra.

Sim

6) Como vocé explica para seus alunos que um numero elevado a 0 ¢ igual a 1? E como
explica que para obter o resultado de um ntimero elevado a -1 basta escrevé-lo como
fracdo e inverter o numerador com seu denominador?

elevado a zero: x"b = x*(0 + b) =x"0 x"b=>x"0 =1
elevado a negativo: definindo o que ¢ inverso multiplicativo ou seja b é inverso dease: ax b
=1 e denotamos b como a”-1

a°(0) = ak / ak = 1
a’(-1)=a'(k)/a’(k+1) = l/a

Elevado a 0 igual a 1 - defini¢do para as propriedades de soma do expoente estenderem-se aos
expoentes negativos.

elevado a -1 - definicdo para as propriedades de multiplicacdo estenderem-se aos expoentes
negativos,

Uso a propriedade das poténcias de mesma base.

lo caso: se estivermos estudando as fung¢des exponencial e logaritmica juntas, identifico o
ponto em que a funcdo logaritmica secciona o eixo 'x'. Caso contrario, basta fazer o "truque"
intuitivo de: a"0 = a”(1-1) =a*l/a*l =a/a=1;

20 caso: novamente, se estivermos estudando as fungdes exponenciais e logaritmicas juntas,
identifico a situag¢do na funcdo inversa. Caso contrério, aplico o "truque" de: a*(-1) = a”(0-1) =
a”0/a™1, mas a”0 calculamos no caso anterior, portanto, a"(-1) = 1/a"1

A resposta quanto a 0 ¢ facil. Como ax/a’y = a’(x-y) ->a"x/a"x = 1 = a"0.

a’p/a”q=a’(p-q).
Partindo dessa premissa.
Se p=q temos a"p/a”p=1=a"(p-p)=a"0;

a*0/a”*p=1/a"p=a"(0-p)=a’(-p)

Vou andando de tras para frente;
373=3%*3%*3
372=373/3=3%3%3/3=3%3
3M=372/3=3%3/3=3
370=371/3=3/3=1
37(-1)=370/3=1/3=1/(3"1)

Primeiro apresento as propriedades da multiplicacdo e divisdo de poténcias com a mesma base.




Seja a”n néo nulo.

Temos que:

a’n/a’n =1

Aplicando as propriedades de poténcia no primeiro membro da igualdade temos :
a™(n-n) =1

a™0=1

a’n/a(n+1)=1/a

Aplicando as propriedades de poténcia no primeiro membro da igualdade:
a®(n-n-1)=1/a

a’(-1)=1/a

Podemos explicar que, por exemplo a”0 vem de uma divisdo de a”n por an e utilizando a
propriedade de diviso, repete-se a base e subtrai os expoentes, logo a0 = a"n/a"n = 1

7) Vocé ja demonstrou aos seus alunos que uma fungdo exponencial pode levar uma
sequéncia em PA numa sequéncia em PG? Qual foi a reagdo dos alunos? Ajudou no
entendimento do assunto de PA e PG?

sim, eles perceberam que estavam estudando "a mesma coisa" com uma roupagem diferente,
ndo sei dizer se ajudou.

Nao recordo disso.

Nio.

Uso sempre a P.A. comparada a fun¢do afim e a P.G. com a exponencial, os alunos ficam
supresos. Acredito que ajuda.

J4 demonstrei. Muitos ficam impressionados. Alguns chegaram a achar que era magia negra. :)
Por vezes, a explicagdo leva ao que chamo de "ampliagdo de horizontes", que seria o aluno ter
o contato com mais uma forma em que os diversos assuntos da matematica se inter-relacionam,
neste caso, como a fun¢do exponencial ou logaritmica se relacionam com PA e PG.

A reacdo foi espanto.

Nao, nunca fiz isso.

Nunca fiz isso. PA e PG costuma vir depois de fun¢des. Eu comento que PGs sdo fungdes
exponenciais e demonstro.

Talvez ajude sim! =)

Sim.Alguns gostam e outros ndo demonstram interesse.Acredito que ajudou somente para um
grupo reduzido de alunos,ndo sendo muito produtivo para a maioria da turma.

Nao




8)

Na maioria dos materiais didaticos (possivelmente todos), o ensino de equagdo
exponencial é anterior ao de fungdo exponencial. Qual ¢ a sua opinido a respeito? Por
qué? Haveria vantagens em trocar a ordem com que esses assuntos sdo abordados? Se
sim, quais?

acredito que pelo trabalho que se teria em adiantar todo o conteudo de fungdo ndo seria
pratico mudar a ordem

SIm.

Melhor explicar o comportamento individual pra depois resolver equagdes envolvendo
as funcoes.

Para mim um aluno ndo pode ver uma equacao exponencial antes de saber o que ¢ uma
funcdo exponencial. Eles precisam conhecer com o que estdo tratando. E como ensinar
multiplicacdo antes de ensinar soma.

Creio que toda equagdo deve ser tratada antes da fungdo. Por se tratar de caso particular
e ser mais simples de compreensdo, assim podemos usar o estudo das fun¢des como
extensdo do estudo das equacdes.

Acho que essa abordagem funciona como uma introdugdo. Ao meu ver, funciona aos
mesmos moldes com outras fungdes, por exemplo a de 1° grau: aprendemos a resolver
equacdes de primeiro grau utilizando o "quadrado" para entdo tomarmos conhecimento
do que representa uma fungdo do 1° grau; ou mesmo da de 2° grau, aprendendo a
resolucdo por Baskara para sé entdo sermos introduzidos a equagdo do 2° grau.
Acredito que ¢ a forma como o assunto de fungdes € explicado. O formalismo por detras
dos conceitos de dominio, contradominio e imagem por vezes confunde os alunos. Até
aprenderem fungdes, todas as equagdes tem solucdo. Quando se deparam com o
formalismo dos conceitos anteriores parecem '"perdidos" e ndo entendem porque
determinadas "equacdes" ndo podem ser resolvidas da "maneira que eu sempre resolvi'.

Isso se deve ao fato para que os alunos compreendam que a®0 = 1 e que nimeros
irracionais fazem parte do dominio.

Para mim, ndo ha vantagens em trocar esta ordem, pois também aprendemos a
multiplicar e a somar antes de lidarmos com fungdes lineares.

Acho que faz sentido equagdes exponenciais vir antes de fungdes exponencias porque o
aluno precisa ganhar confianga no conceito de expoente para podé-lo aplicar nas
funcoes.

Nao vejo como vantagem trocar essa ordem. De fato, é uma alternativa vélida, mas ao
meu ver ndo tdo eficiente. O aluno ia se questionar, "como fago contas com esses
expoentes?" antes de fazer um gréfico com eles.

Seria mais vantagem para o aluno aprender primeiro fun¢do exponencial.

Acho que o aluno teria mais facilidade de compreender as solugdes de determinadas
equagoes observando que a fung¢do € injetora.

Com fungdes e equagdes do 1° e 2° graus, a ordem geralmente ¢ resolver a equacdo e
depois falar da funcdo. Resolver a equacdo exponencial primeiro pode ser importante
pois revisita o conceito de propriedades de potenciagdo e ai depois entra-se num topico
novo.




9) Durante a sua aula sobre equagéo exponencial vocé resolve a equagdo 2* =8
escrevendo 8 = 23, cortando as bases comuns e obtendo x=3. Um aluno pergunta
porque € possivel cortar a base. O que vocé responde? Vocé saberia justificar
formalmente esse'corte"?

partindo de 2”x = 23 lembraria que o ato de cortar ¢ realizar a mesma operagdo dos dois lados
da igualdade assim dividiria os dois lados por 23

(27X)/(273) = (2°3)/(23)
27)/(2°3) = 1

2°(x-3) = 1

x3=0

x=3

Eu sempre sou bem formal nas demonstragdes. E acredito que todos professores deveriam
também ser rigorosos matematicamente.

Eu faria 0 mesmo na segunda questao abaixo dessa.

Nao explico que "corta" a base. Mostro que 3 é uma solucdo e fago os pensar por que nao pode
haver outra. Depois explico através do grafico da funcdo exponencial, e lembro sobre
sobrejetividade e injetividade.

Nao uso o termo cortar, eliminei do meu vocabulério, junto com o "passa pra 14", a ideia de
comparacdo ¢ a ideal, simplifica e responde de forma correta e convincente. O uso de
logaritmos também ajuda nessa solucdo, para estender as bases diferentes e utilizar a ideia de
fung¢do inversa.

Respondo que o no segundo membro da equagdo, temos um niimero que ¢ composto somente
por fatores 2, isto €, se escrevemos que 8 = 2”3 estamos afirmando que o nimero oito ¢
composto por 3 fatores 2 multiplicados. Se o primeiro membro afirma que um ntimero 'x' de
fatores 2 ¢ igual a 3 fatores 2 multiplicados, isto € porque o nimero de fatores que ¢ uma
incdgnita, deve ser o mesmo. Portanto, 3 fatores.

Fatoragdo.

Jamais resolveria uma equacdo exponencial cortando as bases. Isso d4 uma impressao errada
do processo de resolugdo da equagdo.

A justificativa é que a fung@o exponencial ¢ injetora. Ele s vai aprender isso depois de
terminar o estudo dos graficos.

Entendo seu ponto de vista, concordo que ha uma quebra no processo de construcdo do
conhecimento. Mas isso € intrinseco do conhecimento. Quebramos em partes para facilitar a
aprendizagem, por mais que nem sempre todos os passos fiquem claros.

Um outro exemplo disso ¢ o ensino de calculo. Primeiro aprendemos a calcular as integrais
mais simples e depois vamos ver com detalhes os teoremas importantes.

Nao cortou as bases.Poténcias com a mesma base igualadas possuem expoentes iguais.

Vocé pode realizar esse corte porque a fun¢do € injetiva, entdo se 2x = 23, pela injetividade o




unico resultado possivel é x=3

10) Vocé costuma utilizar logaritmos para resolver equacdes exponenciais?

nao

Sim.

Sim.

Somente quando néo ¢ possivel fazer de outra forma.

Depende se o aluno ja domina ou ndo o contetido de logaritmos. Caso ja tenha o conhecimento
de logaritmos, passo a incorporar as solugdes o emprego dos logaritmos.

Sempre.

Nao.

Depois de ensinar logaritmos, caso haja uma revisdo, isso pode acontecer. Mas ndo € o

esperado.
Sim

Nao

u u u v uaca = ue vocé ia?
11) Se um aluno perguntasse como resolver a equacio 2* = 3%, o0 que vocé responderia?

3IMx =(2+1)"x

2+D)x = 2+D)(2+1)...2+1)

fazendo x = 2 obteriamos

2722+ 4 +1 =2"2+5

comx =3

2"2 +4 +1)(2+1) =23 +8 +2 +27"2 +4 +1 =273 + 19
comx =4

2™ + 65

assim mostraria que qualquer x escolhido sempre teriamos

3"x =27x + alguma coisa

Uma forma mais aceitavel para ele seria por grafico, entretanto, nao correto.
Poderiamos resolver:

0=(3/2)"(x) -> x=0

Mostrando no grafico. Uma "cresce" para x positivo e "diminui" para x negativo mais rapido
que a outra. Entdo tinico lugar onde se encontram ¢é para x = 0.

Usaria a representacdo no plano. http://www.wolframalpha.com/input/?i=2%5Ex%3D3%5EXx.

Como os dois membros sdo fungdes exponenciais com bases positivas, podemos admitir que
ambos sdo positivos e diferentes de zero. Divide um membro pelo outro e aplica-se o logaritmo




numa base conveniente.

Responderia que existe apenas um valor de x que qualquer nimero elevado exibe sempre esse
valor. Sendo assim levaria o aluno a lembrar que qualquer ntimero real maior que zero elevado
a zero ¢iguala l.

No nivel médio, uma abordagem grafica seria interessante.

37x >0 para todo x real

2°%/37%=1 => (2/3)"x=1 -> x=0

Divida o primeiro e o segundo membro da igualdade por 3”x
27°%x/37% =37%/3"x

2°%x/37x =1

23)x =1

(2/3)"x = (2/3)"0

x=0

Simplifique por 3”x obtendo 2"x/3*x = 1. Utilizando as propriedades de potenciagdo temos
2/3)x=1,logox=0

12) Vocé apresenta a fungdo exponencial natural, f(x)= e*, em suas turmas de Ensino
Médio? Qual € sua opinido a respeito?

ainda ndo apresentei dessa forma

SIm.

Nao entendi a pergunta.

Apenas como exemplo quando usamos numero irracional na base, porém ndo entro em nenhum
detalhe extra sobre a fungdo. Nao vejo vantagem nenhuma nesse primeiro contato com a
funcdo exponencial.

Apresento de modo discreto. Creio ser importante falar a respeito, mas com pouco tempo nao
aprofundo o estudo da base e.

Sim. Acho que ndo foge muito ao tema. Ao meu ver, representa a mesma fun¢do exponencial,
na qual estamos empregando uma base "fixa" e menos convencional aos contetidos do Ensino
médio. Normalmente explico para os alunos que as propriedades continuam as mesmas como
se a base fosse 2 ou 10. Acredito que essa explicag@o torna a funcdo exponencial natural menos
"traumatica".

Nio.

Nao. Se ndo pudermos dar um sentido pratico a referida fungdo ndo vejo grandes vantagens.

N3ao. S6 vale a pena para as turmas de exatas.

Nio.

Sim, explica que a constante e como o pi esta presente na matematica e que alguns resultados

importantes na matematica utilizam esse niimero, trata-se o "e" como uma base comum




13) Vocé ja abordou em sala de aula a representacdo de Euler para nimeros complexos

(e™* = cos x +i.sen x) ?

ainda nao

Sim.

Nao quando abordamos fungdo exponencial, apenas quando introduz nimeros complexos.

nao.

Somente a titulo de curiosidade.

Sim.

Nao

S6 para turmas militares.

Nao.

Nao
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